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内 容 € 

晶体 的 微观 结构 及 其 对 称 性 知识 是 晶体 学 的 最 本 质 的 内 容 ， 随 着 现代 科学 技 
术 的 发 展 ， 它 已 成 为 固体 物理 、 固 体 化 学 、 地 质 学 、 矿 物 学 、 治 金 学 、 机 械 工程 
学 以 及 材料 科学 领域 的 许多 学 科 的 必要 基础 。 本 书 在 总 结 多 年 教学 经 验 基础 上 ， 
从 具体 的 几何 图 象 出 发 ， 系 统 介绍 了 晶体 结构 的 对 称 性 特征 ， 包 括 平移 群 、 点 群 、 
— 空间 群 和 二 色 群 ， 其 中 特别 是 空间 群 部 分 ， 结 International Tables for 
Crystallography (EA ik ^E ERIS 20 资料 ， 作 了 出 较 绍 致 的 讨论 ， 这 将 有 效 地 帮助 
读者 了 解 和 应 用 这 一 国际 上 公认 的 关于 晶体 结构 知识 的 标准 手册 。 

本 书 可 供 凝 聚 态 物 理 和 材料 科学 各 专业 作为 研究 生 和 大 学 本 科 生 教材 ， 也 可 
虹 从 事 有 关 领 域 的 科研 人 员 和 教师 参考 使 用 ， 
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对 称 是 人 人们 审美 观念 之 一 种 ， 

矿物 晶体 的 外 形 ， 植 物 的 枝叶 ， 花 条 有 某 穆 规 律 的 对 称 ， 蛙 
被 人 们 所 觉察 。 对称 帮 自然 界 普遍 存 在 外 一 种 形式 。 西 汉 韩 诗 外 
传 有 雪花 六 出 之 记载 ， 是 为 记述 晶体 之 有 对 称 性 最 早 记 录 ， 

西方 晶体 学 的 发 展开 始 于 对 矿物 外 形 的 研究 。19 世 纪 初 年 阿 
JR CR, I. Haay) 研究 方解石 等 最 体 的 对 称 往 ， 著 书 《对 称 
定律 》 (18150 ， 始 奠定 对 称 人 性 为 研究 晶体 之 第 一 要 义 。 甚 后 19 
世纪 中 ， 点 群 、 布 别 非 点 阵 、 空 间 群 诸 唱 体 对 称 概念 相继 确立 ， 

对 称 尝 说 的 建立 可 称 晶 全 学 理论 基 栅 大 备 。 装 学 上 的 群 论 引 
入 晶体 党 之 后 ， 又 为 研究 晶体 的 对 称 性 开辟 了 新 途径 ， 

1830 ARER (J. F. C, Hesse) 发现 空间 点 阵 与 点 群 
相 一 致 的 仅 有 32 种 ， 淹 于 当时 出 版 的 《物理 学 词典 》 的 晶体 一 
章 中 ， 但 没有 被 人 发 现 其 重要 性 达 39 EZ A. 1869 4E m & $k 
(A. Gadolin) 重新 发 现 32 种 点 群 遂 为 人 所 知道 ， 并 进行 广 泛 
EL. 

点 阵 原 也 是 数学 上 的 名 词 。 点 阵 的 定义 为 阵 点 在 空间 布局 使 
每 点 周围 环境 相同 。 布 嘲 非 (A。Bravaisy 于 1849 年 证 明 在 三 
维 空 间 下 点 阵 上 只 有 14 种 ， 称 布 喇 非 点 阵 ， 

为 了 解 晶体 内 部 结构 ， 我 们 必须 进一步 研究 单 驳 内 原子 的 具 
体 排 列 规律 ， 即 进行 空间 群 站 对 称 性 研究 . 

空间 群 研究 开始 于 19 ευ ΕΕ, ΕΠΗ ΕΣ (W. Bar- 
low), 4154 (C, Jordan), Ri (L. Sohncke) i& A, ER 
将 突出 费 德 罗 夫 (E, S. Federov) 与 能 夫 利 CA. Schónf- 


lies) 两 人 在 建立 空间 群 的 一 段 历 史 . 当时 费 德 罗 夫 在 乌 
拉 尔 矿山 工作 ， 熊 夫 利 则 在 德国 哥 廷 根 从 克 莱 恩 (Klein 学 习 
数学 。 他 在 空间 群 的 工作 略 迟 于 费 德 罗 夫 。 他 们 两 人 原 不 相识 ， 
都 在 独自 工作 。1891 年 熊 夫 利 发 表 其 巨著 《 晶 系 与 晶体 结构 》， 
但 当 熊 夫 利 获知 费 德 罗 夫 的 工作 优先 于 他 时 ， 历 史上 记载 熊 夫 利 
给 费 德 罗 夫 的 一 封 信 ， 写 道 ，“ 获 悉 我 们 两 人 在 空间 群 方面 ) 
的 观点 一 致 无 限 欢欣 。 特 别 令 人 高 兴 的 是 我 的 理论 有 了 知音 。 为 
了 超越 其 他 晶体 学 者 ， 我 们 还 须 努力 。 我 愉快 地 承认 你 的 工作 起 
越 于 我 。 这 对 我 来 说 是 无 关 重 要 的 。 ”两 人 从 此 交 上 了 朋友 ,能 
夫 利 就 费 德 罗 夫 的 工作 改正 了 自己 书 中 一 些小 错误 。 在 熊 夫 利 去 
世 前 五 年 再 版 了 前 书 ， 取 名 《晶体 结构 理论 》。 至 今 230 空间 群 
熊 夫 利 符号 已 载 入 《X 射线 结晶 学 国际 表 》 中。 两 人 的 学 术 成 果 
以 及 他 们 为 学 术 而 无 私交 流 凡 炳 史册 ， 熊 夫 利之 虚 怀 若 谷 ， 从 善 
美德 ， 堪 为 后 学 楷模 。 

命 文 海 数 授 讲 授 晶 体 学 有 年 ， 著 有 《晶体 结构 的 对 称 群 》， 
书 成 予 为 之 序 ， 因 追 述 晶体 学 上 的 历史 佳话 如 上 述 ， 所 以 励 后 
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众所周知 ， 现 代 科 学 技术 的 各 个 领域 都 离 不 开具 有 各 种 性 能 
的 固体 材料 ， 而 晶体 是 应 用 面 最 广 、 最 重要 的 固体 材料 。 晶 体 的 
各 种 性 质 ， 包 括 物 理 的 、 化 学 的 和 几何 的 性 质 ， 在 宏观 上 和 微观 
上 都 表现 出 某 些 对 称 注 特征 。 这 是 晶体 区 别 于 其 它 材 料 的 主要 转 
点 。 因 此 ， 为 了 深入 了 解 和 研究 晶体 ， 必 须 首 先 了 解 和 研究 晶体 
的 对 称 性 特征 。 . 

从 数学 角度 看 ， 晶 体 的 对 称 性 可 以 用 群 论 语言 措 述 。 晶 体 的 
所 有 对 称 操 作 的 集合 ， 构 成 符合 数学 定义 的 群 ， 称 为 晶体 的 对 称 
群 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 涉 及 固体 性 质 的 许多 问题 ， 诸 如 电子 
能 带 理论 、 点 阵 动力 学 、 各 种 频谱 学 等 ， 使 得 固体 物理 学 家 、 化 
学 家 、 材 料 科 学 家 愈 来 愈 认识 到 晶体 对 称 群 知识 的 重要 性 。 为 了 
适应 这 种 需要 ， 笔 者 在 过 去 十 多 年 对 大 学 本 科 生 和 研究 生 教 学 实 
践 的 基础 上 ,编写 了 这 本 教材 , 它 可 用 于 与 材料 科学 有 关 的 专业 。 
希望 这 本 书 能 给 从 事 固 体 物 理 和 晶体 结构 等 学 科 的 研究 人 员 提 供 
一 本 有 用 的 参考 资料 。 

本 书 从 具体 的 几何 图 象 ， 系 统 地 介绍 了 晶体 结构 的 对 称 性 特 
征 ， 包 括 平 移 群 、 点 群 、 空 间 群 和 色 群 。 在 内 容 安排 方面 ， 本 书 
着 重 于 几何 图 象 的 冰 述 ， 则 在 帮助 读者 全 面 了 解 晶体 对 称 群 的 有 
关 知 识 ,为 进一步 运用 这 些 知 识 打 下 基础 ,而 对 于 理论 上 的 论证 ， 
. 则 只 作 简 略 的 介绍 ， 虽 在 主 明 论证 的 思路 。 实 际 上 ， 本 书 选用 了 
不 少 《晶体 学 国际 表 》 (第 A 卷 ) (International Tables 
for Crystallography, A) WER l 

本 书 与 其 它 有 关 教 材 相 比 ， 有 以 下 特点 ， 从 特征 对 称 性 引入 
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晶 系 的 正确 定义 ;充分 采用 等 效 点 方法 , 它 既 是 对 称 操作 的 结果 ， 
又 是 对 称 操 作 的 代表 点 ! 结合 《晶体 学 国际 表 》 资 料 ， 着 重 介绍 
了 关于 空间 群 图 示 和 乌 科 夫人 位置 的 知识 ;采用 4 x 4 和气 阵 进行 了 
ORE SE E ENG, 举例 介绍 了 由 点 群 导出 空间 群 的 原则 和 
具体 过 程 : 并 对 非 经 典 的 晶体 对 称 群 作 了 概 酷 的 介绍 ; 等 等 。 

笔者 在 编写 过 程 中 ,得 到 了 著名 物理 学 家 ,中国 科学 院 学 部 委 
员 、 中 国 科 学 技术 大 学 前 副 校 长 钱 痢 照 教授 的 热情 鼓励 和 支持 ， 
著名 物理 学 家 、 中 国 科学 院 学 部 委员 、 南 京 大 学 物理 系 汉 端 教授 
对 本 书 的 初稿 提出 了 许多 具有 指导 性 的 意见 ， 此 外 ， 中 国 科学 技 
术 大 学 结构 与 成 分 分 析 中 心 的 周 贵 思 副教授 和 材料 科学 与 工程 系 
的 杨 碚 芳 讲 师 也 曾 对 本 书 初稿 提出 了 许多 宝贵 意见 。 作 者 在 此 谨 
表示 变心 的 感谢 。 


作者 
199043 425g 
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L1 历史 概况 


在 开始 研究 晶体 结构 之 前 ， 首 先 要 说 明 什 么 是 最 体 。 从 历史 
上 说 ， 人 类 对 晶体 的 认识 是 从 具有 规则 外 形 的 天 然 矿物 开始 的 。 
早 在 史前 ， 人 类 就 发 现 了 各 种 有 规则 外 形 的 天 然 矿 物 ， 其 中 包括 
石英 ΟΚ) 。 冰 和 水 晶 十 分 相似 ， 以 致 人 们 曾 认 为 水 晶 和 冰 是 
同一 种 东西 。“ 晶 体 ” 一 词 正 是 来 源 于 希腊 文 的 “ 冰 ”。 可 见 ， 
晶体 这 一 名 词 是 一 个 非常 古老 的 名 词 。 

随 着 时 间 的 推移 ， 被 发 现 的 晶体 种 类 越 来 越 多 。 对 各 种 不 同 
晶体 的 长 期 观察 ， 人 们 发 现 每 种 晶体 都 有 其 特定 的 外 形 ， 经 过 研 
究 ， 丹 麦 科学 家 斯 丹 诺 〈9teno) 于 1665 年 发 现 了 曲面 AFE 
定律 。 他 指出 ， 晶 体 是 从 外 表面 长 大 的 ， 各 最 面 平行 向 外 发 展 ， 
因而 在 生长 过 程 中 ， 各 晶 面 大 小 虽然 都 在 变化 ， 但 晶 面 间 交 角 不 
变 。 同 一 物质 的 不 同 晶体 ， 其 晶 面 的 大 小 、 形 状 和 个 数 可 能 不 
辣 ， 但 相应 的 晶 面 间 交 角 是 相同 的 。 例 如 ， 石 英 晶体 可 以 有 各 种 
外 形 ， 如 图 1.1， 和 组 其 中 晶 面 间 交 角 和 全 有 AD= 141347’. bAc 
=120°0’, aAc-113?*8/, 


图 1.1 ARRAIBI INE 


晶体 的 规则 外 形 是 人 们 最 早 发 现 并 加 以 研究 的 晶体 特征 之 
一 ， 由 此 形成 了 早期 的 晶体 学 。 晶 面 角 守恒 定 律 的 发 现 ， 使 人 们 
得 以 从 外 形 的 测量 来 鉴别 不 同 的 矿物 和 晶体 ， 从 而 大 大 推动 了 矿 
物 学 的 发 展 。 规则 外 形 的 研究 取得 如 此 重大 的 贡献 ， 曾 经 使 不 少 
人 有 意 无 意 地 将 “规则 外 形 ” 视 为 晶体 的 定义 ， 这 当然 是 误解 。 
实际 上 ， 规 则 外 形 并 不 是 定义 晶体 的 必要 条 件 ， 有 很 多 不 具有 规 
则 外 形 的 晶体 ， 如 常见 的 各 种 金属 是 由 大 量 细微 单 晶体 集合 成 的 
多 晶体 ， 不 具有 规则 外 形 ， 有 很 多 单 晶体 也 不 具有 规则 外 形 ， 如 
ARES, 

一 次 偶然 的 事件 推动 了 晶体 学 的 发 展 。 斯 丹 诺 的 老师 巴尔 托 . 
林 有 一 次 不 慎 将 一 个 大 块 冰 洲 石 摔 碎 了 ， 发 现 碎 块 也 和 大 块 晶体 
一 样 有 相同 的 斜 方 六 面体 外 形 ， 由 此 发 现 了 晶体 的 解 理 性 ， 即 晶 
体 具 有 沿 一 定 晶 面 碎 裂 的 性 质 。 这 种 解 理性 在 许多 晶体 中 也 表现 . 
得 很 明显 ,例如 食盐 晶体 ， 具 有 立方 体外 形 ， 它 的 碎 块 也 仍然 具 
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有 立方 体外 形 。 解 理性 是 晶体 的 宏观 特性 之 一 . 

人 们 依据 对 解 理性 的 认识 ， 对 最 体 的 微观 结构 做 了 合理 的 挤 
想 。1784 年 ， 法 国 科 学 家 阿 羽 衣 〈Haay) 提出 了 著名 的 ñ Ba gy 
说 。 他 认为 ， 每 种 晶体 都 有 一 个 形状 一 定 的 最 小 的 组 成 细胞 ， 称 
为 晶 胞 ， 大 块 晶 体 由 晶 胞 密 积 堆砌 而 成 。 如 国 1.2 所 示 是 一 个 由 
立方 体 晶 胞 堆砌 成 大 块 晶体 的 例子 。 

阿 羽 衣 晶 胞 学 说 的 不 足 之 处 是 没有 说 清楚 晶 胞 的 具体 构成 。 
不 久 ， 人 们 认识 到 所 有 物质 均 由 原子 组 成 ， 于 是 ， 法 国 科学 家 布 
WE (Bravais) T1855 年 提出 空间 点 阵 学 说 。 他 指出 :在 晶体 
内 部 ， 组 成 粒子 〈 原 子 、 分 子 或 离子 ) 排 成 规则 的 空间 点 阵 ， 而 
最 胞 是 其 中 一 个 重复 单元 的 体积 。 图 1.3 所 示 是 食盐 晶体 内 部 
Ci- 和 Να 的 排列 ， 大 球 表示 Cl"， 小 球 表 示 Na, FRERE 
晶体 的 一 个 晶 胞 。 


O CI * Na 
图 1.3 食盐 最 体 中 离子 的 规则 排列 
” 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 空 间 点 阵 学 说 的 正确 性 已 经 得 到 充分 
-的 实验 证 明 。 现 在 ， 先 进 的 高 分 辩 率 电子 显微镜 已 经 能 够 直接 看 
到 某 些 晶体 中 的 原子 排列 ,例如 图 1.4 所 示 是 Als Mn 合金 膜 的 高 
分 辨 率 晶 格 象 。 至 此 ， 晶 体 结 构 的 细节 可 以 说 已 经 比较 清 相 了。 
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ων... ο ο ο ο ， 由 此 


图 1.4 Al;Ma 合金 膜 的 高 分 辩 率 昆 格 象 
〈 选 自 中 国 科学 技术 大 学 王 元 生 的 博士 论文 ) 
导出 了 14 种 平移 群 。 当 然 ， 晶 体 结构 并 不 仅 只 具有 平移 对 称 性 ， 
实际 上 ， 从 研究 晶体 规则 外 形 开始 ， 人 们 就 注意 到 它 的 旋转 对 称 
性 。19 世 纪 初 时， 德国 科学 家 外 斯 (Weiss) 用 实验 方法 总 结 出 
刚体 对 称 定 律 ， 指 出 晶体 只 有 1，2，3，4，6 五 种 旋转 对 称 
轴 。 实 际 上 ， 晶 体 对 称 定律 可 以 由 空间 点 阵 结构 给 出 证 明 ， 它 是 
空间 点 阵 的 必然 结果 。1869 年 ， 俄 国 科学 家 加 多 林 (Taroa) 
用 严格 的 数学 方法 证 明了 晶体 多 面体 外 形 的 对 称 性 有 32 种 ， 称 为 
32 种 对 称 型 。 从 对 称 群 的 角度 看 ，33 种 对 称 型 也 就 是 由 点 对 称 操 
作 相 互 组 合 而 成 的 32 种 点 群 ， 这 些 是 不 含 平移 操作 的 对 称 群 。 
“晶体 结构 的 对 称 性 既 有 点 操作 也 有 平移 操作 ， 能 全 面 反应 晶 
体 结构 对 称 性 的 是 空间 群 。1885 一 1890 年 ， 俄 国 科学 家 费 多 罗 夫 
(Φἔπορος) 以 俄 文 发 表 了 他 的 230 种 空间 群 的 推导 工作 . 
1891 年 ， 德 国 科学 家 熊 夫 利 (Schenilies) 也 导 H T 230 κας 
间 群 。 他 们 各 自 独 立 进行 推导 ， 方 法 不 同 ， 但 结果 完全 相同 。 至 
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此 ， 在 19 世 纪 末 叶 ， 晶 体 结 构 的 对 称 性 理论 已 基本 完成 。 不 过 ， 
晶体 结构 的 实验 研究 是 在 1912 4E25 JU, (Laue) 完成 叉 射 线 衍射 
， 实验 及 导出 著名 的 劳 厄 方程 之 后 才 开始 的 。 实验 研 究 证 实 了 理论 
的 正确 性 ， 进 一 步 推动 了 理论 的 深入 发 展 ， 

我 们 一 般 地 将 发 展 到 空间 群 的 理论 称 为 经 典 的 晶体 对 称 群 理 
论 ， 而 将 之 后 的 进一步 发 展 称 为 非 经 典 的 晶体 对 称 群 理论 。 非 经 
典 的 最 体 对 称 群 理论 主要 内 容 是 关于 色 群 的 研究 。 对 于 实际 最 
体 ， 如 果 考 虑 它 的 某 些 物理 性 质 ， 则 不 仅 有 空间 位 置 的 对 称 ， 而 
且 有 物理 性 质 的 对 称 ， 例 如 磁极 的 南北 ， 电 荷 的 正 负 ， 自 旋 的 上 
下 等 ， 这 些 相反 态 可 用 反对 称 操作 联系 。 这 种 反对 称 操作 通常 用 
黑白 二 色 描 述 ， 所 以 又 称 为 二 色 对 称 。 在 性 质 相反 的 两 态 之 间 ， 
还 有 一 种 中 性 态 ， 常 用 灰色 表示 ， 它 可 视 为 黑白 二 色 的 瀑 合 。 考 
塌 这 些 色 对 称 操作 ， 发 展 出 一 套色 群 理 论 。 ο S 
X (liyóuskos) Rf, 

此 外 ， 近 年 来 发 现 的 一 些 具有 5 次 对 称 性 的 材料 引起 了 人 们 
的 研究 兴趣 。 这 种 5 次 对 称 性 是 违反 晶体 对 称 性 定律 的 ， 它 不 具 


图 1.5 硅 虹 体 的 高 分 辨 率 暴 格 象 ,了 点 为 5 次 可 晶 ` 
”《 选 启 中 国 科学 技术 大 学 王 元 生 博 士 论文 ) 


有 完全 的 平移 对 称 性 。 这 种 特殊 的 材料 称 为 准 最 ,图 1.5 所 示 是 
奎 晶体 的 晶 格 象 ， 其 中 B 点 有 5 次 对 称 性 ， 


1.2 晶体 的 主要 特征 


由 前 节 所 述 ， 当 空间 点 阵 学 说 被 提出 并 得 到 实验 证 明之 后 ， 
人 们 对 晶体 的 本 质 有 了 比较 明确 的 认识 ， 即 晶体 是 其 中 粒子 OR 
子 、 离 子 、 离 子 团 或 分 子 ) 在 空间 呈 周 期 性 有 规则 排列 的 固体 , 

在 自然 界 中 ， 各 种 元 素 和 它们 的 化 合 物 ， 通 常 表现 为 三 种 宏 
观 形态 ， 即 固态 、 液 态 和 气态 ， 具 有 这 三 种 形态 的 物体 ， 依 次 称 
为 固体 、 液 体 和 气体 。 对 于 固态 物体 ， 又 可 分 为 晶 态 和 非 晶 态 两 
大 类 ， 依 次 称 为 晶体 和 非 晶体 。 事 实 上 ， 大 多 数 元 素 和 化 合 物 在 
通常 情况 下 都 具有 固体 状态 ， 而 且 多 数 是 晶体 。 

晶体 可 以 是 天 然 形成 的 ， 也 可 以 是 人 工 培育 的 。 现 在 ， 不 仅 
自然 界 绝 大 多 数 天 然 晶体 都 可 以 人 工 培育 出 来 ， 而 且 能 培育 出 许 
多 自然 界 设 有 的 晶体 。 

晶体 在 宏观 上 表现 出 各 种 特性 。 如 果 这 些 性 质 仅仅 是 与 其 内 
部 粒子 规则 排列 有 关 的 ， 则 称 为 晶体 的 基本 特性 。 显 然 ， 基 本 特 
性 是 各 种 晶体 共有 的 性 质 。 概 括 而 言 ， 晶 体 的 基本 特性 有 ;， (1) 
Hi, (2) 均一 性 ， (3) 对 称 性 (4) XA; (5) 
EM. 00 

不 过 ， 在 具体 讨论 晶体 在 宏观 上 的 各 种 基本 特性 之 前 ， 我 们 
还 必须 首先 指出 晶体 在 微观 上 的 不 连续 性 。 我 们 知道 ， 一 切 物 体 
都 是 由 不 连续 的 微观 粒子 构成 的 。 这 是 一 切 物 体 所 共有 的 性 质 ， 
当然 晶体 也 不 例外 。 这 种 不 连续 性 在 晶体 的 微观 性 质 上 表现 得 极 
为 明显 ， 但 在 宏观 性 质 上 ， 由 于 宏观 观察 的 结果 带 有 统计 性 质 ， 
这 种 不 连续 性 就 被 掩盖 了 。 

下 面 ， 我 们 来 介绍 晶体 的 各 种 基本 特性 。 

(1) 自 范 性 ” 自 范 性 也 称 自 限 性 。 这 是 晶体 具有 自发 地 形 


残 封 团 的 几何 多 面体 外 形 ， 并 以 此 为 其 占有 空间 范围 的 性 质 。 由 
于 自 范 性 ,晶体 的 外 表 是 由 史 面 .最 棱 和 顶 角 等 几何 要 素 所 构成 ， 
与 周转 的 介质 分 开 。 自 范 性 是 入 们 最 早 认 识 的 晶体 的 基本 特性 ， 
并 据 此 提出 早期 的 关于 晶体 的 定义 。 实 际 上 ， 自 范 性 是 晶体 内 部 
粒子 规则 排列 的 反映 。 晶 体 的 形成 过 程 ， 实 际 上 是 微观 粒子 规则 
排列 和 堆积 的 过 程 ， 因 而 它 的 最 外 层 总 是 表现 为 一 定 的 蜡 面 、 晶 
棱 和 顶 角 ， 形 成 封闭 的 多 面体 。 当 然 ， 我 们 同时 也 要 指出 ， 由 于 
外 部 条 件 的 限制 ， 晶 体 的 规则 多 面体 外 形 可 能 表现 不 出 来 或 表现 
得 不 充分 ， 但 是 ， 只 要 外 部 条 件 合适 ， 它 还 是 会 转变 为 规则 多 面 
体外 形 的。 因此 ， 就 本 质 而 言 ， 最 体 的 自 范 性 是 没有 例外 的 ，。 

(2) 均一 性 这 是 指 晶 体 在 它 的 各 个 不 局 部 位 上 表现 出 具 
有 相同 性 质 的 特征 .由 于 晶体 内 部 粒子 具有 周期 性 规则 排列 ,因而 
在 最 体 的 各 个 不 同 部 位 取出 相同 的 足够 大 的 体积 ， 其 中 粒子 性 质 
和 排列 方式 应 该 是 可 以 相互 重复 的 ， 从 而 由 此 决定 的 各 项 宏观 性 
质 也 应 该 是 相同 的 。 这 就 是 晶体 的 均一 性 。 应 当 指 出 ， 非 晶体 、 
液体 和 气体 也 有 出 统计 平均 而 来 的 均一 性 ， 但 这 辣 晶 体 的 均一 性 
有 本 质 上 的 不 同 。 

(3) 并 向 性 这 是 因 观测 方向 不 同 晶体 性 质 有 所 差异 的 性 
质 。 晶 体内 部 粒子 沿 不 同方 向 在 有 不 同 的 排列 情况 ， 例 如 粒子 间 
. 荆 离 不 相同 ， 从 而 导致 在 不 同方 向 上 表现 出 不 同 的 宏观 性 质 。 所 
以 ， 异 向 性 也 是 蜡 体 内 部 粒子 规则 排列 的 反映 。 非 晶体 、 液 体 和 
气体 ， 在 方向 上 是 各 向 同性 的 ， 当 然 那 也 是 统计 的 结果 。 

(4) 对 称 性 ”晶体 的 各 向 异性 并 不 排除 在 某 些 特定 方向 上 
可 以 具有 有 蜡 向 同性 ， 这 种 相同 的 性 质 在 不 同方 向 或 位 置 上 有 规律 
地 重复 出 现 的 现象 称 为 对 称 性 。 显 然 ， 这 也 是 晶体 内 部 粒子 规则 
排列 的 结果 。 

应 当 强 调 指出 ， 旧 体 不 仅 共 有 方向 上 的 旋转 对 称 性 ， 而 且 具 
有 微观 上 的 平移 对 称 性 。 空 间 点 隆 就 是 平移 对 称 性 的 几何 描述 ， 
即 是 说 ， 晶 体内 部 粒子 的 周期 性 规则 排列 就 是 空间 位 置 上 的 对 称 
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性 。 因此， 晶体 的 对 称 性 ， 包 括 方向 上 的 旋转 对 称 性 和 位 置 上 的 
平移 对 称 性 ， 比 上 述 三 种 性 质 具有 更 深 一 步 的 本 质 意 义 。 从 某 种 
意义 上 说 ， 自 范 性 、 均 一 性 和 异 向 性 都 是 晶体 对 称 性 的 反映 。 

另 一 方面 ， 我 们 也 还 要 提出 ， 抽 象 概念 上 的 球形 对 称 是 方向 
上 的 最 高 对 称 性 ,而 晶体 由 于 内 部 粒子 的 规则 排列 具有 异 向 性 ,所 
以 晶体 不 具有 这 种 球形 对 称 的 最 高 对 称 性 ， 这 称 为 对 称 性 破 缺 。 
某 些 晶 体 的 某 些 性 质 可 能 表现 为 球形 对 称 ， 即 各 向 同性 ， 但 那 不 
是 最 体 的 本 质 性 质 。 或 者 只 对 于 某 种 特定 性 质 ， 或 者 是 统计 的 
效果 。 

(5) 稳定 性 晶体 内 部 粒子 的 规则 排列 ,从 物理 上 说 ,是 粒 
子 间 互 作用 引力 和 斥 力 达到 平衡 的 结果 。 在 相同 的 热力 学 条 件 
下 ， 对 于 化 学 成 分 相同 但 物 相 不 同 的 物体 来 说 ， 晶 体 的 内 能 是 最 
小 的 。 在 这 种 情况 下 ,无 论 使 粒子 间距 离 增 大 或 碱 小 ,都 将 导致 内 
能 的 增加 。 相 反 地 ， 如 果 使 非 晶 体 、 液 体 或 气体 中 的 粒子 趋向 规 
则 排列 ， 则 将 释放 能 量 ， 使 内 能 趋 于 减 小 。 所 以 ， 相 对 而 言 ， 晶 
体 是 稳定 状态 ， 即 晶体 具有 稳定 性 。 一 般 说 来 ， 非 晶体 都 具有 自 
发 地 转变 为 晶体 的 趋势 ， 而 晶体 则 不 具有 自发 地 转变 为 非 晶体 的 
趋势 。 

稳定 性 的 表现 之 一 是 所 有 晶体 都 有 确定 的 熔点 。 当 晶体 被 加 
热 时 ， 由 外界 传 入 最 体 的 热能 使 粒子 振动 能 增加 ， 当 振动 能 大 到 
足以 克服 粒子 间 互 作用 能 时 ， 粒 子 间 的 平衡 状态 被 破坏 ， 于 是 晶 
体 熔 解 。 由 于 晶体 内 部 粒子 的 规则 排列 ， 每 个 粒子 与 其 周围 粒子 
间 互 作用 能 都 是 相同 的 ， 所 以 晶体 表现 为 有 一 定 的 熔点 。 

以 上 是 晶体 在 宏观 上 的 一 些 主要 特性 。 这 些 特性 的 根本 原因 
在 于 微观 上 的 规则 排列 。 晶 体 在 微观 上 具有 空间 点 阵 结构 ， 延 伸 
到 整个 晶体 ， 这 叫 长 程 有 序 ， 而 非 晶体 中 只 有 某 种 近 程 配 位 ， 这 ， 
叫 短程 有 序 或 近 程 有 序 。 晶 体 和 非 晶体 在 微观 结构 上 的 区 别 就 在 
于 是 否 具有 长 程 有 序 。 图 1.6 所 示 是 晶体 和 非 晶体 微观 结构 差异 
的 示意 图 。 
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最 后 ， 需 要 说 明 ， 以 上 所 说 的 晶体 痢 是 就 理想 的 单 旱 体 而 


图 1.6 晶体 (a) 和 非 晶体 (b) 微观 结构 的 差异 

。 实 际 上 ， 常 见 的 很 多 晶体 是 以 多 晶体 形式 出 现 ， 其 中 含有 大 
量 取向 不 同 的 晶 粒 ， 于 是 ， 晶 体 的 各 向 异性 特征 就 被 掩盖 了 ， 反 
而 表现 出 各 向 同人 性 的 性 质 来 ， 这 称 为 准 各 向 同性 。 其 次 ， 晶 体 中 
所 有 粒子 并 不 是 静止 不 动 的 ， 所 有 粒子 都 在 作 激 烈 的 热 振 动 。 一 
般 说 来 ， 每 个 粒子 的 热 振 动 围绕 一 个 中 心 位 置 进行 ， 因 而 按时 间 
平均 ， 可 以 认为 粒子 的 位 置 就 是 热 振动 中 心 位 置 ， 其 中 只 有 极 少 
数 粒 子 热 振 动能 量 较 大 ， 以 致 脱离 平衡 位 置 ， 形 成 各 种 热 缺 陷 。 
再 次 ， 晶 体 中 不 可 避免 地 含有 各 种 杂质 原子 。 这 些 情况 对 晶体 结 
构 的 完整 性 都 是 一 种 干扰 和 破坏 。 不 过 ， 总 的 说 来 ， 晶 体 结构 的 
规则 性 是 晶体 的 本 质 属性 。 存 本 书 中 ， 我 们 讨论 的 对 象 是 理想 最 
体 ， 不 考虑 其 它 干扰 因素 。 


ril 
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2.1 空间 点 阵 


晶体 是 其 中 粒子 原子、 离子 、 离 子 团 或 分 子 ) 在 空间 呈 周 
期 性 排列 的 固体 。 为 了 解 此 种 周期 排列 的 几何 特性 ， 我 们 先 看 一 
个 二 维 的 例子 。 图 2.1 所 示 是 硼酸 晶体 结构 中 的 一 层 ， 黑 点 代表 
硼 原 分 ， 圆 圈 代 表 氧 原子 ,两 个 相 邻 氧 原子 联 线 上 有 一 个 氢 原 子 
(图 中 未 画 出 ) 。 由 于 原子 之 间距 离 是 10-*cm 的 数量 级 ， 远 远 
小 于 晶体 的 宏观 尺寸 ， 所 以 从 微观 上 看 ， 完 全 可 以 看 作 是 一 个 无 
限 延 伸 的 二 维 周 期 图 形 . 

现在 ， 我 们 在 图 上 任意 选取 一 点 4， 例如 选 某 一 个 六 方形 的 
中 心 点 ， 作 为 初始 点 。 那 么 ， 在 图 上 可 以 找到 许 许多 多 和 4 点 性 
质 完全 相同 的 点 ， 这 些 点 是 所 有 其 它 六 方形 的 中 心 点 ， 称 为 4 点 


"d beda 
` 一 
PE Qd 
图 2.1 WE B(OH); 结构 中 的 一 层 


的 等 同 点 。 于 是 ， 我 们 得 到 一 个 以 4 点 为 初始 点 的 等 同 点 系 。 注 
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意 ， 这 里 所 说 的 性 质 相同 ， 是 指 的 物理 ， 化 学 和 几何 的 性 质 完全 
相同 。 不 难看 出 ， 等 邮 点 系 中 等 同 点 的 分 布 表现 出 一定 的 周期 
I. 

为 了 突出 这 种 周期 性 ， 我 们 把 这 些 等 同 点 在 另 一 张 纸 上 画 
出 ,点 之 间距 离 和 取向 完全 保持 原样 。 于是, 我们 得 到 一 个 只 有 数 
学 意义 的 点 所 排 成 的 平面 点 阵 ， 如 图 2.2 所 示 。 我 们 称 平面 点 阵 


. 9 φ 
» . 

. * * 
. ο 

. 8 " 


图 2.2 由 图 2,1 抽象 出 的 平面 点 阵 


中 的 点 为 阵 点 。 等 同 点 系 和 平面 点 阵 的 区 别 在 于 ， 前 者 是 一 定 的 
物理 、 化 学 和 几何 环境 的 代表 点 ， 而 后 者 只 有 数学 意义 ， 是 由 前 
者 经 过 数学 抽象 脱离 了 物理 实体 的 几何 图 形 。 

如 果 我 们 在 图 2.1 中 另外 取 一 个 8 点 为 初始 点 ，B 点 和 4 点 
有 不 同 的 物理 、 化 学 和 几何 环境 ， 那 么 也 能 在 图 中 找到 许 许多 多 
和 8 点 性 质 相间 的 点 ， 组 成 一 个 以 8 点 为 初始 点 的 等 同 点 系 。 然 
后 ， 将 这 个 等 同 点 系 在 男 一 张 纸 上 画 出 来 ， 仍 然 得 到 图 2.2 所 示 
的 平面 点 阵 。 

这 里 我 们 看 到 ， 尽 管 4 点 的 等 同 点 系 和 五 点 的 等 同 点 系 代表 
着 不 同 的 物理 含意 ， 但 由 它们 各 自 抽象 出 来 的 平面 点 阵 是 完全 相 
同 的 。 就 是 说 ， 平 面 点 阵 是 一 个 纯 数学 的 几何 图 形 ， 与 等 同 点 系 
初始 点 所 取 位 置 无 关 。 平面 点 阵 是 突出 地 表现 晶体 结构 周期 性 的 
EJE. 
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将 以 上 讨论 推广 到 三 维 晶体 结构 ， 我 们 同样 可 以 从 其 中 任意 
选取 一 个 初始 点 ， 由 此 出 发 找到 一 个 等 同 点 系 ， 然 后 抽象 出 一 个 
纯 数 学 的 空间 点 阵 。 与 二 维 的 平面 点 阵 一 样 ， 空 间 点 阵 是 三 维 晶 
体 结构 周期 性 的 具体 表现 。 


2.2 初 基 矢 量 和 初 基 唱 胞 


现在 ， 我 们 来 讨论 空间 点 阵 的 几何 性 质 。 为 了 简单 ， 先 看 二 
维 的 平面 点 阵 。 设 图 2.3 所 示 是 某 种 晶体 的 平面 点 阵 ， 取 其 中 某 
一 个 阵 点 为 坐标 原点 ， 取 从 原点 到 最 近 两 个 阵 点 的 不 共 线 的 矢量 
为 a;,，a,， 于 是 ， 从 原点 到 任意 一 个 阵 点 的 矢量 可 表 为 

R ,=l,a,+l,a,, (2.1) 


xm, L, 1, HER., RMA, a, RA ugs < R 简称 基 
A, Wa. a. 为 单位 矢 组 成 的 坐标 系 称 为 基 撩 坐 标 系 ， 将 
R, 称 为 阵 点 矢量 ， 将 i 和 T, 称 为 阵 点 MA, RI LIIR 
简化 为 1,1,。 如 指数 中 出 现 负 值 ， 则 将 负 号 标 在 顶 上 ， 例 如 第 
一 指数 为 ~ 六 时 ， 则 阵 点 指数 表 为 [7:1.]] 或 la. 

通常 ， 用 一 些 直 线 将 阵 点 联接 起 来 ， 如 图 中 虚线 所 示 。 于 是 


图 2.3 PHARE RRID RET g) 3Ë B ia 
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平面 点 阵 变 成 平面 格子 ， 称 为 平面 晶 格 。 世 时 ， 每 一 个 陆 点 都 是 
平面 格子 中 直线 的 交点 ， 称 为 格 点 。 因 此 ， 阵 点 也 称 为 格 点 ， 阵 
点 矢量 也 称 为 格 点 矢量 ， 简 称 格 矢 ， 阵 点 指数 也 称 为 格 点 指数 。 

BrBAZHBT-—0R-2a,-3a.B8)MA X, Biz 3e 的 格 点 指 
数 即 为 [[23]1 。 其 它 依 此 类 推 。 

以 初 基 天 量 &:，a， 及 其 平行 线 为 边 国 成 的 平行 四 边 形 称 为 
初 基 晶 胞 ， 如 图 中 叙 虚 线 部 分 所 示 。 可 以 看 出 ， 初 基 晶 胞 是 平面 
晶 格 中 的 一 个 重复 单元 ， 整 个 平面 晶 格 可 以 由 它 平 移 密 排 而 成 。 

实际 上 ， 初 基 蝎 胞 只 是 重复 单元 的 一 种 形式 。 原 则 上 说 ， 凡 


图 2.4 平面 点 阵 中 几 种 平行 四 边 形 晶 胞 


和 最 下 一 排 呈 日 且 都 是 面积 最 小 的 ， 它 们 都 是 广义 的 初 基 唱 胞 ， 
而 中 间 一 排 面 积 较 大 的 最 胞 则 称 为 非 初 基 晶 胞 。 不 过 ;通常 选用 
的 初 基 晶 胞 是 左上 角 的 一 种 ， 它 的 基 矢 是 最 短 的 格 矢 。 在 本 书 中 
所 说 到 的 初 基 唱 胸 都 指 的 是 这 种 以 最 短 格 矢 为 基 矢 的 初 基 晶 鼻 。 
这 里 需要 指出 ， 从 广义 上 说 ， 每 种 晶 胞 〈 包 括 初 基 唱 胞 和 非 初 
13 
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ERD 的 棱 边 矢量 都 可 以 称 为 基 矢 ， 因 而 ， 晶 胞 有 多 种 选取 方 
法 ， 对 应 的 基 矢 也 有 多 种 。 不 过 ， 在 本 书 中 我 们 只 将 对 应 于 初 基 . 
量 胞 的 一 组 最 短 格 矢 称 为 基 和 天 。 

初 基 晶 胞 是 面积 最 小 的 晶 胞 ， 每 个 初 基 蜡 胞 对 应 于 一 个 格 
点 ， 或 者 说 ， 它 只 含有 一 个 格 点 。 这 是 初 基 晶 胞 所 具有 的 区 别 于 
其 它 晶 胞 的 一 个 重要 特征 。 

以 上 关于 二 维 平面 点 阵 的 讨论 很 容易 推广 到 三 维 空间 点 
阵 。 图 2.5 所 示 是 空间 点 阵 ， 其 中 基 矢 为 al，a，，G: (不 共 
BD Xf EA 

R,-1l,a,*1,a,-*1,a,, (2.2) 


^: 图 2.5 zsRLALE BE DE A ΚΛΠ ἘΠΕ RIS 
Xm, Ll, δι WRR mA 
处 格 点 的 格 点 指数 表 JG CC dad] 
mill, xa, a,, a, KE. 
平行 线 为 边 围 成 的 平行 六 面体 是 此 时 
的 初 基 晶 胞 ， 它 是 只 含有 一 个 格 点 的 
体积 最 小 的 晶 胞 。 

组 成 初 基 晶 胸 的 基 κ KE a, 
a,, a, 和 其 间 的 交角 αι, α,, αι 称 
为 初 基 晶 胞 参量 ， 其 相对 关系 如 图 
2.6 所 示 。 初 基 唱 胞 参量 若 为 已 知 ， 


图 2.6 TERRA st 
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则 室 间 点 阵 完全 确定 。 
由 基 矢 很 容易 求 得 初 基 晶 胞 的 体积 为 


V,=la,.a,xa,|. 


2.3 线 指数 和 面 指数 


在 空间 点 阵 中 ， 通 过 一 列 格 点 的 直线 称 为 烙 点 直线 。 由 于 局 
期 性 ， 任 意 一 条 格 点 直线 都 有 无 数 条 与 其 平行 的 格 点 直线 ， 组 成 
格 点 直线 族 。 为 了 表示 格 点 直线 族 的 方向 特点 ， 通 常用 一 组 互 质 
整数 进行 描述 ， 称 为 格 点 直线 族 指数 ， 简 称 线 指数 。 

线 指数 定义 ” 取 格 点 直线 族 中 的 任意 一 条 ， 再 取 这 条 直线 上 
任意 两 个 格 点 mimm, 和 nn,n;， 对 其 格 点 指数 之 差 进 行 互 质 
XE XL. HB, 使 (m,—n,):(m,—n,0:(m, πι) = UIU, σέ 
μι, uz, ú, 为 互 质 整 数 ， 则 定义 uu. ui. u, 为 该 格 点 直线 
族 的 线 指数 ， 用 方 括 弧 表示 为 Lu.4,4,]。 


4, (0] 
图 2.7 格 点 平面 上 一 些 格 点 直线 族 的 线 指 数 
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显然 ， 在 确定 某 个 格 点 直线 族 的 线 指数 时 ， 取 其 中 通过 原点 
的 一 条 直线 较为 方便 .这 时 ， 对 这 条 直线 工 除 原点 外 的 任意 一 个 
格 点 的 指数 进行 互 质 整数 化 即 得 线 指数 。 

图 2.7 所 示 是 平面 点 阵 中 若干 格 点 直线 族 及 其 线 指 数 。 图 
2.8 所 示 是 空间 格子 中 若干 格 点 直线 的 线 指 数 。 

需要 指出 ， 线 指数 有 对 也 被 称 为 方向 指数 ， 不 过 严格 说 来 ， 
线 指数 和 方 商 指数 是 有 区 别 的。 每 一 组 格 点 直线 族 都 有 正 反 两 
个 方向 ， 因 而 有 两 个 方向 指数 。 例如 线 指数 为 [usw24s] 的 格 点 直 
ΕΙ, RER MAHAR A uuu EIU RIZ]. 38 ΜΕ 
在 某 些 方向 上 ， 正 反 两 个 方向 共有 不 同 的 性 质 ， 于 是 用 不 同 的 方 
向 指数 就 成 为 必要 的 了 。 


P s 
[ 100] 


图 2.8 空间 格子 中 若干 格 点 直线 的 线 指数 


在 空间 点 阵 中 ， 由 格 点 组 成 的 平面 称 为 格 点 平面 。 间 样 由 于 
周期 性 ， 它 也 有 许多 与 其 平行 的 格 点 平面 ， 组 成 格 点 平面 族 。 为 
了 表示 格 点 平面 族 的 方向 特点 ， 也 是 用 一 组 互 质 整数 来 描述 ， 称 
为 格 点 平面 族 指数 ， 简 称 面 指数 。 

面 指 数 定义 ” 取 格 点 平面 族 中 任意 一 个 不 通过 原点 的 平面 ， 
如 果 这 个 平面 在 3 个 基 矢 方向 的 截 距 为 总 ai。 Paas Paa, Hü 
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Ei L: poc hihaths Kb ls, ho h 为 互 质 整数 ， 


ΒΕ h, h.. h, 为 该 格 点 平面 族 的 面 指 数 ， 用 图 括 弧 表 示 为 
(h,h,Rh,)., 

这 里 也 需要 指出 ， 面 指数 有 时 也 称 为 晶 而 指数 ， 不 过 严格 说 
来 ， 它 们 也 有 区 别 。 面 指数 是 整个 平面 族 的 指数 ， 而 晶 面 指数 是 
指 特定 的 面 的 指数 。 例 如 ， 晶 面 指数 通常 用 来 表示 宏观 晶体 的 外 
表面 。 这 种 外 表面 有 相互 平行 的 两 个 ， 分 草 在 晶体 的 两 侧 ， 因 而 
它们 的 指数 也 稚 此 相差 负 瑟 。 

图 2.9 所 示 是 空间 格子 中 若干 平 面 的 面 指 数 。 


图 2.9 空间 格子 中 若干 平 次 的 面 指数 


在 具体 确定 某 个 平面 的 面 指数 时 ， 有 时 会 过 到 不 能 一 眼看 出 
被 距 的 困难 ， 例 如 图 2.9 中 的 (3325 面 ， 从 图 上 就 不 容易 看 出 
它 的 截 距 。 对 于 这 类 问题 ， 可 以 用 平移 坐标 系 的 方法 来 解决 ， 
即将 公 标 系 平移 到 另 一 个 格 点 上 ， 使 截 距 能 一 眼 读 出 。 例 恕 ， 对 
于 现在 的 这 个 平面 ， 可 将 坐标 原点 平移 到 0 点 ， 于 是 立即 可 读 
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煤 该 平面 的 截 距 为 ~ 2a, , - 2a,, - 3a,, 所 以 它 的 面 指数 为 
(71/2):(—1/2):(— 1/3) 3 313:2, B]. (3325 , 


对 于 通过 蛛 点 的 面 无 法 读 出 截 距 ， 也 可 以 采用 平移 坐标 系 方 
法 来 确定 其 面 指数 。 


以 上 关于 点 、 线 、 面 指数 的 定义 和 空间 解析 几何 中 的 定义 本 
质 上 是 相同 的 。 我 们 知道 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 取 各 坐标 轴 单 位 
Ri, j, kR, WA, R, MHR KYRU: f 

空间 一 点 用 点 坐标 表示 。 若 空间 一 点 的 位 矢 汶 "= 人 好 十 y 了 二 
2z&， 则 点 坐标 为 (x，y，2z)。 

空间 直线 族 用 方向 数 表示 。 取 直线 族 中 通过 原点 的 一 条 直 
线 ， 若 其 上 某 一 点 的 点 坐标 为 〈x，y，2)， 则 该 直线 族 的 方向 
BJ u:iviwcxiyiz, δι, v, ey Hp EX. 

空间 平面 族 用 平面 法 线 的 方向 数 表 示 。 取 平面 族 中 不 通过 原 
点 的 一 个 平面 ， 它 的 截 焉 点 设 为 af，87，cR， 则 其 法 线 方 向 数 


为 ΜΑΙ itil, ABA ἐν DORÉ. 

可 见 ， 在 空间 点 阵 中 和 在 空间 解析 几何 中 表示 点 、 线 、 面 的 
方法 本 质 上 相同 ， 其 差别 在 于 i,j, 尺 是 相互 垂直 并 且 数 值 相等 的 
单位 天， 而 与 其 对 应 的 a,， a, a, 不 一 定 相互 垂直 ， 数值 也 不 
一 定 相等 ， 它 们 是 反映 周期 性 特征 的 基 矢 。 


2.4 X 元 


空间 点 阵 是 从 晶体 结构 经 过 数学 抽象 而 得 到 的 几何 图 形 ， 它 
突出 地 表现 了 晶体 结构 的 周期 性 。 在 进一步 讨论 晶体 结构 的 其 它 
性 质 时 ， 还 需要 将 空间 点 阵 再 放 回 到 晶体 结构 的 物理 实体 中 去 。 
此 时 ， 一 个 初 基 晶 胞 所 包含 的 或 者 一 个 格 点 所 对 应 的 就 是 晶体 结 
构 中 的 一 个 最 小 的 平移 重复 单元 。 这 个 最 小 的 平移 重复 单元 是 一 
个 物理 实体 ， 它 可 能 是 一 个 原子 ， 也 可 能 是 一 个 分 子 或 一 个 离子 
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Hl. 我 们 将 这 种 与 一 个 格 点 对 应 的 物理 实体 称 为 基 元 。 于 是 ， 晶 
体 结构 可 表 为 
最 体 结构 = 空间 点 阵 十 基 元 ， 
基 元 中 每 一 个 原子 或 离子 都 可 以 在 基 矢 坐标 系 中 表 为 
X-X,0,-X,0,c-X,0,, (2.4) 

x 称 为 该 原子 或 离子 的 位 矢 ，x:，x*，xs* 称 为 该 原子 或 离子 的 
点 指数 〈 或 点 坐标 ) 记 为 xxsxs。 通 常 ， 点 指数 x:，xX:，xs 的 
绝对 值 均 取 小 于 1 。 显 然 ， 点 指数 的 具体 数值 与 基 矢 坐标 系 的 原 
点 放 在 基 元 中 的 什么 地 方 有 关 ， 有 了 时 是 将 原点 放 在 一 个 原子 或 离 
子 的 位 属 上 ， 有 时 是 放 在 离子 团 的 重心 位 置 上 ， 或 者 有 时 放 在 某 
个 方便 描述 问题 的 位 置 上 ， 这 要 视 具体 情况 而 定 。 

例如 ， 图 2.10 所 示 是 铜 晶体 结构 的 一 个 立方 晶 胞 ， 而 初 基 
量 胞 是 拉 长 了 的 菱形 平行 六 面体 ， 基 元 是 一 个 铜 原子 。 通 常 ， 总 
是 将 基 矢 坐标 系 的 原点 放 在 一 个 铜 原子 位 置 上 ， 于 是 我 们 可 以 写 
出 基 元 中 铜 原子 的 点 指数 为 000。 这 是 一 个 每 基 元 只 含有 一 个 铜 
原子 的 例子 ,注意 ,这 里 不 要 误 认为 一 个 初 基 晶 胞 含有 8 个 原子 ， 
其 实 , 每 个 顶 角 原子 分 成 8 份 ,只 有 一 份 属于 我 们 所 考虑 的 初 基 电 
E. 8 个 顶 角 原子 属于 这 个 
初 基 晶 息 的 部 分 合 到 一 起 正 
好 是 一 个 原子 ， 所 以 说 每 个 
初 基 曼 胞 含有 一 个 原子 ， 这 
个 原子 原则 上 可 以 取 8 个 顶 
角 原 子 中 任意 一 个 来 代表 ， 
不 过 通常 是 取 000 原子 

图 2.11 所 示 是 所 化 钠 晶 
体 结构 中 的 一 个 立方 晶 胞 。 
氧化 钠 晶体 和 铜 晶体 有 相同 
的 空间 点 阵 ， 但 所 化 钠 晶 体 
的 基 元 由 一 个 氧 离 子 和 一 个 


图 2.10 铜 晶 体 结构 
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锁 离子 组 成 。 如 果 我 们 将 基 矢 坐标 系 的 原点 放 在 一 个 所 离子 
位 置 上 ， 那 么 基 元 中 两 个 离子 的 点 指数 为 ， Cl” 000, Nat 


ES 
2 


000 


@—c! e — Nar σ ο-- «ο mmn: 


图 211 πρβ, 图 2,12 MULET SET 
C1- 一 N+ 联 线 中 点 时 的 情况 
为 了 说 了 明 原 子 点 指数 因原 点 位 置 不 同 而 变 的 情况 ， 我 们 在 毛 
化 锁 晶 体 结构 中 故意 将 原点 放 在 Clo—Na* 联 线 的 中 点 上 上， 如 图 
2,12 Br zn, 这 JH 当 于 将 空间 格子 沿 立 方 体 的 体 对 角 线 方 向 平 
移 四 分 一 对 角 线 距离 ， 于 是 这 样 的 两 个 离子 的 点 指数 就 变 为 


Cr 1 Li, Ναὶ + + 寺 。 图 中 只 画 了 沿 立方 体 对 角 线 排 


2.5 d 胞 


现在 ， 我 们 回 过 头 来 继续 讨论 空间 点 阵 的 几何 性 质 . 图 2.4 
已 经 指出 ， 作 为 重复 单元 的 最 胞 可 以 有 多 种 形式 ， 其 中 只 有 体积 
wO DERE. 不过， 我 们 从 图 上 看 到 ， 不 管 是 包 一 砷 以 娩 
点 为 顶 角 的 晶 胞 ， 其 边 棱 总 是 某 个 格 点 矢量 。 于 是 ， 我 们 不 难 找 
到 一 般 晶 胞 与 初 基 晶 胞 之 问 的 关系 。 

设 某 个 晶 胞 的 边 棱 矢量 为 


R,-l,,a,*l,,a, | 
f 
u; 


(2.5) 
R,-l,a, *1,a,. 


(Ri li ly a, 
I -| ) ) (2.6) 
`R. ; Γι ! a 


2 2 N 2 . 


[νι li, 
zi | (2.7) 
l, las 


为 该 晶 胞 的 转换 和 矩阵， 而 工 的 行列 式 绝对 值 是 晶 胞 面积 对 初 基 电 
胞 面积 之 比 ， 实 际 上 这 也 是 该 晶 胞 所 含有 的 格 点 数 。 显 然 ， 工 的 
行列 式 绝对 值 一 定 是 正 整 数 ， 所 以 任何 晶 胞 的 面积 一 定 是 初 基 晶 
胞 面积 的 整数 倍 。 

例如 ， 设 某 个 晶 胞 的 边 棱 矢量 为 


Κι-αι ται 


我 们 称 和 矩阵 


R,-a, τας 
其 转换 矩阵 的 行列 式 绝对 值 为 2 ， 所 以 该 晶 胞 含有 2 个 格 点 ， 其 
面积 是 初 基 晶 胞 面积 的 2 f, 
又 如 设 某 个 晶 允 的 边 棱 矢量 为 
21 


R, -z2a, T3e,; 


R,-6a,-9a,. 
H pe EEIT ER BIS 0, ， 表 明 两 个 边 棱 矢 量 共 线 ， 不 能 
构成 最 胞 。 
上 述 讨论 不 难 推广 到 三 维 空间 点 阵 。 设 空间 点 阵 中 某 种 晶 胞 
BJ LEX E 


R.,=l,,a,+l,,a,+1,,a,; 
R ,=l,,a,+l,,a,+1,,a,; | (2.8) 
R,-l,,a,*l,,a. *l,,.a,. 
或 用 简化 写法 表 为 
3 
R,= $a: (i=1,2,3). (2.9) 


i=1 
或 表 为 矩阵 形式 ， 则 为 
R.A Hua Τι, bs, αι) 
is. Hr laa du IE | (2.10) 
R, L’ dLa κι í Va, 
以 上 各 式 中 各 11(i,j=1,2,3) 均 为 整数 ,于 是 ， 可 写 出 转换 
矩阵 为 
La d, hizi 
rafi laa dah’ (2.11) 
da d ΠΝ 
ΕΕ L i £31 X 808] {848 Hi ush ἀπ a what ka lp ΑΙ ες, 3X 
也 是 该 晶 胞 所 含有 的 阁 点 数 。 同 样 ， 工 的 行列 式 绝对 值 一 定 是 正 
整数 ， 表 明 任 何 晶 胞 的 体积 一 定 是 初 基 晶 胞 体积 的 整数 倍 。 
现在 ， 我 们 看 图 2.10 中 的 立方 晶 胞 。 可 以 写 出 立方 晶 胞 的 
X EAS 


a--a,ra,ta;,; 
b-a,-a«,ta,; 


c=a,+a,-a,.. 
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于 是 转换 矩阵 


-1 1 1 
z 1 -1 l j. 
1 1 -1, 


区 的 行列 式 绝对 值 为 4 ， 即 每 立方 晶 胞 含有 4 个 格 点 ， 立 方 晶 胞 
体积 是 初 基 唱 胞 体积 的 4 1Ξ. 


26 + # 群 


空间 点 阵 具 体 描述 了 晶体 结构 的 周期 性 ， 其 中 每 一 个 点 阵 矢 
量 都 代表 一 个 平移 对 称 操 作 ， 而 所 有 平移 对 称 操作 的 集合 组 成 平 
移 群 。 为 了 阐明 这 一 问题 。 我 们 先 来 介绍 对 称 操 作 和 群 的 概念 。 

自然 界 中 有 许多 动物 、 植 物 、 矿 物 、 建 筑 物 和 工艺 品 具有 对 
称 的 外 形 。 例 如 ,我 们 说 蝴蝶 具有 对 称 的 外 形 , 那 是 因为 它 左 右 两 
部 分 相同 ， 如 果 设 想 沿 它 的 躯干 紧 着 作 一 个 平面 ， 则 蝴蝶 的 左右 
两 部 分 互 成 镜 象 ， 于 是 我 们 说 蝴蝶 有 一 个 反映 对 称 面 ， 在 这 个 对 
称 面 的 作用 下 ， 蝴 蝶 的 左 半 变 换 到 右 半 ， 右 半 变 换 到 左 半 ， 但 总 
的 图 形 复原 ， 这 叫 反 映 对 称 操作 ， 又 如 一 个 正 五 角 星 图 案 ， 绕 其 
中 心 垂 线 旋转 五 分 之 一 周 ， 图 形 复原 ， 我 们 说 它 有 5 次 旋转 对 称 
轴 ， 这 种 绕 轴 转动 称 为 旋转 对 称 操作 。 可 见 ， 所 谓 对 称 性 就 是 一 
个 物体 经 过 某 种 操作 之 后 能 使 其 空间 人 性质 复原 的 性 质 ， 这 种 操作 
就 称 为 对 称 操作 。 

空间 点 阵 与 宏观 物体 不 同 ， 它 是 在 空间 上 无 限 延 华 的 图 形 ， 
没有 边界 。 当 整个 空间 点 阵 按 某 个 格 矢 进行 平移 之 后 ， 所 有 格 点 
都 移 到 另 一 个 格 点 位 置 使 整个 空间 点 阵 图 形 复原 ， 这 是 平移 对 称 
性 。 格 矢 正 是 平移 对 称 操作 所 和 赁 藉 的 几何 要 素 ， 园 时 也 表征 平移 
对 称 操作 的 量 ， 因 此 格 矢 也 称 为 平移 对 称 矢量 ， 简 称 平移 矢量 。 

总 的 来 说 ， 对 称 操作 分 为 两 大 类 ， 点 式 对 称 操作 和 非 点 式 对 
对 称 操作 。 在 进行 操作 时 ， 至 少 有 一 个 点 保持 不 动 的 称 为 点 式 对 
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称 操作 ， 如 前 述 的 反映 对 称 和 旋转 对 称 。 没 有 不 动 点 的 对 秘 操 作 
砍 为 非 点 式 对 称 操作 ， 如 平移 对 称 。 宏观 的 有 限 大 小 的 物体 只 可 
能 有 点 式 对 称 操作 ， 因 为 它 有 边界 ， 不 可 能 有 平移 对 称 。 只 有 从 
微观 上 看 晶体 结构 ， 才 可 能 有 非 点 式 对 称 操 作 ， 因 为 晶体 尺寸 相 
对 于 微观 的 原子 间距 可 视 为 无 限 大 ， 从 而 晶体 结构 可 视 为 是 无 限 
延伸 的 。 

一 个 物体 所 具有 的 对 称 操作 可 能 有 很 多 。 这 些 对 称 操作 的 集 
合 总 是 构成 一 个 群 ， 称 为 对 称 群 。 群 这 个 词 并 不 是 一 般 地 指 一些 
操作 的 随意 集合 ， 而 必须 满足 严格 的 数学 定义 ， 群 是 一 个 有 严格 
定义 的 专 有 名 词 。 

根据 数学 定义 ， 一 组 元 素 (此 处 为 对 称 操 作 ) 的 集合 ， 在 一 
定 的 乘法 运算 规定 下 (此 处 为 对 称 操作 的 连续 操作 〉 ， 若 满足 以 
TAE, MHR: 

(1) 任意 两 个 元 素 的 积 还 是 集合 内 的 一 个 元 素 ， 这 称 为 群 
的 封闭 性 。 也 就 是 说 ， 若 04, ο, 是 群 的 元 素 ， 则 9,-9,9,; 也 是 
群 的 元 素 ， | 

(2) 集合 内 有 一 个 恒 等 元 素 9g.， 任 何 元 素 与 恒 等 元素 相 
RRETARA, BI gg = 969; = gi 

(3) 每 一 个 元 素 g, 888 σεξ g;"'， 两 者 相 EST 
恒 等 元 素 σι» 即 gig ' -gi gi = vs 

( 4) 元素 的 乘法 满足 结合 律 ， 即 ο,(σ;οι) = (gi191)9;。 

群 内 的 元 素 个 数 称 为 群 的 阶 ， 如 果 群 的 阶 数 是 有 限 的 ， 则 称 
这 种 群 为 有 限 群 。 反 之 ， 如 果 群 的 阶 数 是 无 限 的 ， 则 称 这 种 群 为 
ERE. 

一 般 说 来 ， 群 元 素 的 乘法 不 一 定 满 足 交 换 律 ， 如 果 某 个 群 的 
元 素 乘 法 满足 交换 律 ， 则 称 这 种 群 为 交换 群 。 

还 有 许多 关于 群 的 基本 知识 。 附 录 A 给 出 了 关于 群 的 基本 知 
识 的 一 般 介 绍 。 

现在 ， 我 们 来 考查 平移 对 称 操作 所 构成 的 平移 群 。 这 里 ， 群 
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的 元 素 是 格 矢 ， 即 平移 矢量 ， 群 元 素 的 乘法 是 矢量 相 加 。 于 是 ， 
我 们 看 到 空间 点 阵 中 所 有 平移 矢量 的 集合 满足 ; 
C10 任意 两 个 平移 矢量 相 加 ， 仍 为 平移 矢量 ; 
(2) 有 一 个 恒 等 元 素 是 零 矢 ， 零 矢 和 任何 平移 矢量 相 加 候 
为 该 平移 天 量 ; 
(3) 每 一 个 平移 矢量 都 有 一 个 方 身 相反 大 小 相等 的 平移 天 
量 作为 它 的 道 元 素 ， 二 者 相 加 等 于 零 矢 ; 
(4) 平移 矢量 的 加 法 服从 结合 律 。 
因此 ， 平 称 矢 量 的 集合 构成 群 ， 这 就 是 平移 群 。 RUZE 
到 ， 窄 闻 点 竹中 的 平移 矢量 有 无 限 多 个 ， 所 以 平移 群 是 无 限 群 ! 
平移 矢量 的 加 法 满足 交换 律 ， 所 以 平移 群 是 交换 群 。 
平移 群 虽然 是 无 限 群 ， 其 中 元 素 即 平移 矢量 有 无 穷 允 个 ， 但 
对 它 的 描述 只 需 用 到 少数 几 个 平移 矢量 就 可 以 了 。 式 (2.2) 指 出 ， 
任何 一 个 平移 矢量 都 是 初 基 矢 量 a,, a, αι 的 整 系数 线性 组 
合 ， 初 基 天 量 的 性 质 清楚 了 。 全 部 平移 矢量 的 性 质 也 都 清楚 了 。 
ALE, ao’ aa a, 也 被 称 为 基本 平移 矢量 ， 而 基 矢 一 词 也 可 以 
祝 为 是 基本 平移 矢量 的 简称 。 
基 矢 的 性 质 具 体形 现 在 αι, a,, a, 之 间 的 相互 关系 上 。 
这 种 关系 将 对 空间 点 阵 的 点 对 称 性 产生 某 种 制约 。 结 合 点 对 称 性 
特 伍 ， 平 移 群 可 分 为 14 种 形式 ， 称 为 14 种 平移 群 。 相 应 地 ， 有 
ΜΑΗ 在 讨论 了 点 对 称 性 之 
， 我 们 将 给 出 14 种 布 喇 非 点 阵 的 具体 图 式 。 


2.7 3 题 


1) 石 垩 片 的 平面 结构 是 三 配 位 的 网 络 ， 每 个 碳 原 子 周围 有 
3 个 碳 原子 ， 距 离 相 等 ， 联 线 交 成 120* 角 。 试 求 : 

C1) 石 墅 片 的 平面 图 形 ， 并 由 此 画 出 其 平面 点 阵 、 初 基 矢 
EFD E Es 
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C22 初 基 晶 胞 参量 和 初 基 覃 胸 面 积 , 已 知 碳 原子 疤 焉 为 r; 
(3) 初 基 晶 胞 内 含有 的 原子 个 数 及 其 点 坐标 。 
2) 试 证 明 ， 当 选取 最 短 格 撩 为 基 矢 时 ， 基 矢 之 间 交 角 不 小 


T 60*, 
3) 试 就 二 维 平面 点 阵 ， 证 明 初 基 唱 胞 是 中 空 的 ， 即 除 顶 角 
以 外 不 含 其 它 格 点 。 


4) 试 从 石 蔷 片 的 平面 点 阵 中 画 出 一 个 面积 最 小 的 和 矩形 晶 
胞 ， 写 出 其 边线 矢量 和 转换 矩阵 ， 求 其 面积 与 初 基 SAGE) 面积 之 
i. 

5) 写 出 图 2.8 中 4 到 已 各 条 递 过 原点 的 直线 的 线 指 数 。 

6 〉 作 图 给 出 以 下 面 指数 的 平面 (011), (017), (123), 
(214), 

7) 在 图 2.10 中 ， 取 a，5，e 32 X-—#h Ea i = 4-3 b: 8: 
A. GEHT Pa la tH Br SAATA. 

8) 根据 群 的 定义 ， 讨 论 以 下 数 的 集合 按 加 法 运算 是 否 构 成 
群 ，(1) 所 有 自然 数 ，(2) 所 有 整数 ，(3) 所 有 偶数 ， 
《4) ΑΜ ΤΑ. 
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3 点 对 称 操作 、 点 群 
3.1 ΠΕ ΕΊΣ 


晶体 是 三 维 空间 的 物体 ， 由 晶体 的 微观 性 质 周 期 竹 引 入 的 室 
得 点 阵 当然 也 是 三 维 空间 的 点 阵 。 为 了 讨论 问题 的 方便 ， 人 们 常 
常 采用 某 种 投影 方法 将 三 维 空 间 的 图 形 投影 到 二 维 平面 上 来 。 在 
晶体 结构 问题 的 讨论 中 ， 最 常用 到 的 是 正 投影 和 极 射 赤 面 投影 两 
种 方法 。 正 投影 又 称 售 视图， 比较 简单 ， 我 们 在 后 面 讨论 空间 群 
时 将 会 看 到 这 种 俯视 图 。 这 里 ， 我 们 简单 介绍 一 下 极 射 赤 面 投影 
方法 。 这 种 方法 在 晶体 宏观 外 形 的 研究 和 微观 结构 的 分 析 上 都 是 
很 有 用 的 工具 。 在 三 维 图 形 上 不 容易 进行 测量 的 数据 ， 例 如 平面 
与 平面 或 直线 与 直线 间 的 交角 ， 可 以 借助 于 它 方便 地 测量 出 来 。 
在 三 维 图 形 上 难于 表示 的 几何 性 质 ， 例 如 各 种 对 称 性 质 ， 也 可 以 
借助 于 它 明显 地 表示 出 来 。 总 之 ， 这 是 一 种 很 有 用 的 投影 方法 。 

为 了 进行 极 射 赤 面 投影 首先 第 一 步 是 做 球面 投影 。 球 面 投 
影 的 方法 如 下 ， 以 晶体 的 中 心 为 球 心 ,任意 长 度 了 R 为 半径 , 作 一 个 
球面 包围 整个 晶体 ， 这 个 球 称 为 参考 球 。 由 球 心 引 各 晶 面 的 法 
线 ， 对 应 每 一 个 晶 面 的 一 条 法 线 和 参考 球 相交 成 一 点 ， 这 些 点 称 
为 极点 这 就 是 代表 每 一 晶 面 在 球面 上 的 投影 点 ， 如 图 3,1 所 
A. 任意 两 个 晶 面 之 间 的 面 间 角 可 以 直接 利用 极点 来 量度 。 于 
是 ， 这 就 在 参考 球 上 真实 的 反映 出 晶体 面 间 角 关系 来 ， 而 不 会 因 
为 晶体 的 非 理想 发 育 有 所 改变 。 例 如 ， 图 中 实 线 为 理想 的 晶体 形 
状 ， 虚 线 为 牌 形 的 形状 ， 但 二 者 在 参考 球面 上 的 极点 都 是 -4， 
4,，…，4,， 并 不 因为 晶体 的 外 形 不 同 而 有 所 差异 。 

任意 一 个 极点 在 球面 上 的 位 置 都 可 以 由 一 组 球面 坐标 (9 ,9) 
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来 确定 。 因 此 ， 根 据 双 轿 反射 测 角 仪 所 测 得 的 数据 可 以 直接 在 参 
考 球面 上 标定 出 相应 晶 面 的 极点 位 置 ， 

球面 投影 晶 然 可 以 表示 晶体 各 晶 面 夹 角 关系 ， 不 过 仍然 是 立 
休 的 ， 应 用 时 并 不 方便 ， 

极 射 漆 面 投影 是 在 球面 投影 基础 上 进一步 以 炙 道 平面 为 投影 
而 ， 以 南极 (或 北极 ) 为 视点 进行 的 投影 ， 投 影 面 与 参考 球 相交 
于 赤道 成 为 一 个 大 贺 ， 称 为 基 园 。 设 曲面 上 某 一 晶 面 的 法 线 与 参 
考 球 贡 相交 于 极点 4， 联 线 S 交 投影 面 于 AUR, du 8 2.2 Bt 
FONA 点 就 是 该 曲面 的 极 射 未 面 投影 点 。 显 然 ， 凡 是 极点 在 北 
半球 的 都 可 以 投影 到 基 国 内 ， 但 极点 在 南半球 的 就 将 投影 到 基 贺 
之 外 ， 为 了 使 南半球 的 极点 也 能 投影 到 基 贺 之 内 来 ， 可 改 用 北极 
1 为 视点 。 于 是 ， 全 部 球面 上 的 极点 就 都 可 以 投影 到 基 圆 上 来 
T. 通常 ， 用 畔 点 和 圆圈 分 别 代表 北半球 和 南半球 极点 的 投影 
点 ， 以 示 区 别 。 ` 


图 3.1 晶体 的 球面 投影 图 3.2 RISER 

上 面 所 讲 的 投影 ， 实 际 上 是 晶 画 法 线 的 投影 ， 因 此 ， 也 是 一 
种 方向 直线 的 投影 。 

晶 面 的 投影 还 有 另 一 种 方法 ， 先 将 晶 面 延 展开 ， 它 将 与 参考 
球 相交 成 一 个 贺 。 如 果 晶 面 通过 球 心 ， 则 与 参考 球 交 成 大 圆 ， 如 
有 果 晶 面 不 通过 球 心 ， 则 交 成 小 贺 。 然 后 ， 再 将 参考 球 上 这 种 大 图 
或 小 圆 投影 到 基 园 上 去 ， 就 得 到 这 一 个 晶 面 的 极 射 庆 面 投影 。 
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KAAKE, HARRIZ. KEKA ER, 
所 以 它 的 投影 就 是 基 圆 。 直 立 大 圆 是 通过 北角 和 元 极 的 子午 线 ， 
它 的 投影 是 基 圆 的 一 条 直径 ， 如 图 3.3 所 示 。 颌 斜 大 圆 的 投影 是 


以 基 贺 的 一 条 直径 为 驴 的 大 贺 弧 ， 如 图 3.4 所 示 。 
N 


M 
图 3,3 Ἐν κβμσμμς E: Ξ 3.4 ΜΑΚ ESAE 


在 晶体 结构 分 析 工 作 中 ， 重 要 的 是 整个 平面 族 而 不 是 其 中 某 
一 个 平面 。 这 时 ， 或 者 用 这 一 平面 族 通 过 球 心 的 法 线 来 作 投影 ， 
或 者 用 这 一 平面 族 中 通过 球 心 的 平面 来 作 投影 。 玉 此， 不 会 出 现 
小 圆 投影 的 情况 。 


3.2 第 一 类 点 对 称 操作 


点 对 称 操作 是 在 操作 过 程 中 至 少 保持 有 一 个 不 动 点 的 对 称 操 
作 。 为 了 对 此 种 操作 给 以 数学 描述 ， 需 要 引入 一 个 坐标 系 作为 参 
考 系 ， 此 坐标 系 的 3 个 轴 不 一 定 相互 正 交 ， 至 于 如 何 选 取 ， 我 们 
将 在 后 面 讨论 。 描 述 对 称 操作 的 方法 有 两 种 ， 一 种 方法 是 在 对 称 
操作 算 符 及 的 作用 下 ， 使 空间 所 有 的 点 都 相对 于 固定 的 参考 轴 移 
动 ， 这 称 为 主动 算 符 ; 另 一 种 方法 是 在 对 称 操 作 算 符 作 用 下 ， 使 
参考 轴 移 动 面 保 持 空 间 所 有 的 点 不 动 ， 这 称 为 被 动 算 符 。 通常 ， 
我 们 主要 地 是 采用 主动 算 符 ， 
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设 有 空间 一 点 r=xXa+y5+zc， BAERT RIYO 
y, 2, Εβδ ΡΕΒΕΓΕΊΕ HT, AIRA y^ ,2 ROA ,y 
况 )， 则 可 用 和 抵 阵 算式 表示 为 


x’ Roa Ra Ri x 
| y! ]=i Ra Δι. R,, Ἴ (9.1): 
z, R,, R, R,, 2 
或 简化 为 
r' = Rr. 


ZEE, ΕΜΕΙΣ ΕΕ, eR RADHR EASIER RT ULEAE 
写 出 来 。 

点 对 称 操作 可 分 为 两 类 ， 第 一 类 点 对 称 操作 是 真 施 旋转 ， 被 作 
用 的 对 象 没 有 手 性 变化 , 即 没有 从 右手 到 左手 的 变化 ;第 二 类 点 对 
称 操作 是 象 旋转 ， 被 作用 的 对 象 有 手 性 变化 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 
具体 讨论 第 一 类 点 对 称 操作 ， 而 将 第 二 类 点 对 称 操作 留 到 下 一 节 
讨论 。 κ . 

现在 ， 我 们 来 依次 讨论 点 对 称 操作 。 

第 一 种 是 重 等 操作 。 这 是 一 种 对 物体 没有 做 任何 操作 的 38 
作 ， 或 者 说 ， 是 将 物体 绕 任 意 一 条 轴线 转动 3680。 的 操作 。 这 种 
f 称 操作 的 符号 ， 按 国际 符号 表 为 “1”， 按 熊 夫 利 符号 表 为 
*C,". 与 这 种 恒 等 操作 相关 的 几何 要 素 是 一 条 虚设 的 轴线 ， 称 为 
工 次 旋转 对 称 轴 ， 简 称 工 次 轴 。 任 意 一 个 点 在 它 的 作用 下 仍然 是 
一 个 点 ， 于 是 我 们 说 它 的 重复 点 数 为 工 。 

”第 二 种 是 2 次 旋转 操作 2(C,)， 此 处 括号 前 面 是 国际 符号 , 括 
号 中 是 熊 夫 利 符号 ， 以 后 均 仿 此 。 与 此 种 操作 相关 的 几何 要 素 是 
2 次 旋转 对 称 轴 ， 简 称 2 次 轴 ， 它 的 重复 点 数 为 2。 如 图 3.5 所 
Jw 两 只 党 心 向 上 的 右手 通过 AC EEEX. MA, 我 们 在 晶 
体 中 遇 到 的 是 原子 的 集合 体 ， 这 里 用 手 图 只 是 为 了 方便 阐明 问 
题 。 于 是 我 们 看 到 ， 将 此 图 形 绕 垂直 于 纸 面 的 旋转 轴 做 2(C,) 

操作 时 ， 两 只 手 互 换 位 置 ， 但 整个 图 形 不 变 。 图 中 束 核 形 符号 是 
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2(C,) 旋转 轴 垂 直 纸 面 的 图 示 符 号 最 右边 给 出 的 是 2(C,) 旋 


2( Cz) į 


图 3.5 2(C2) 图 示 


转轴 在 纸 面 内 的 图 示 ， 圆圈 附近 的 “+”，“- ”符号 用 来 表示 
圆圈 在 纸 面 上 方 或 下 方 。 这 些 符号 都 是 《结晶 学 国际 表 》 中 常用 
的 符号 。 为 了 使 读者 方便 使 用 《国际 表 》 资 料 ， 我 们 在 本 书 中 将 
尽 可 能 采用 《国际 表 》 中 常用 的 符号 。 

2(C,) 的 和 矩阵 形式 与 旋转 轴 的 方位 有 关 。 例 如 ， 若 以 z2 轴 
为 旋转 轴 ， 我 们 在 后 面 将 给 以 证 明 ， 总 可 以 选取 一 个 坐标 系 ， 使 
另外 两 个 坐标 轴 与 旋转 轴 垂 直 ， 于 是 2(C:) 作用 于 一 般 点 xyz， 
可 写 为 


一 工 0 0 x 一 区 
(2.)(x,y»,22| 0 -1 0 yzis|-»l. (3.2) 
0 ο 1 jiz w 


由 此 得 到 一 个 新 的 点 好 z， 与 图 上 所 表示 的 一 致 。 在 式 (8.2) 中 ， 
我 们 用 2. 表 示 2 方向 的 2(C >). 

第 三 种 是 3 次 旋转 操作 3(C,) 。 与 此 相关 的 对 称 要 素 是 3 
次 旋转 对 称 轴 ， 人 简称 3 次 轴 ， 重 复 点 数 为 3 。 如 图 3.6 所 示 ， 这 
是 一 个 关联 到 3 只 掌心 向 上 的 右手 的 图 形 ， 这 3 只 手相 对 于 中 心 
点 分 开 成 120° 角 ， 并 与 中 心 等 距离 。 现 在 ， 按 右手 规则 将 图 形 
绕 通 过 中 心 点 垂直 于 纸 而 的 旋转 轴 转 动 120" ， 图 形 复原 ,如 果 我 
- 们 再 转动 120*， 图 形 又 一 次 复原 ， 这 说 明 3(C,)3(C,)=3*(C3) 
也 是 对 称 操作 。 这 里 出 现 对 称 操作 的 2 次 连续 操作 ， 表 示 为 它们 
算 符 的 连 乘 。 图 中 三 角形 的 符号 是 3 次 旋转 轴 垂 直 于 纸 面 的 图 示 
符号 。 

第 四 种 是 4 次 旋转 操作 4(C,)， 第 五 种 是 6 次 旋转 操作 
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6(C。)， 与 此 相关 的 对 称 要 素 是 4 次 轴 和 6 次 轴 ， 它 们 的 重复 点 


数 依 汝 为 4 和 6， 如 图 3.7 和 3.8 所 示 。 这 里 ， 对 于 4(C)， 它 
Li ia 
Α 

Z νὰ e 


O+ 


XG) Á 


图 3.6 3(C3) 图 示 


+O! 


O+ 
8.7 4 (ο) ΕΚ 
+O " 
e 
O 
+ 
& C2 @ Ó 
: © 
+ O+ 


图 3.8. 6(COBER 
的 连续 操作 4*(C4) = 20€ D 和 4:(C4) 也 是 对 称 操作 。 同 样 ,对 于 
6(C,), 其 连续 操作 6”(C”) 也 都 是 对 称 操作 ， 此 处 m=1,2,3,4， 
5,6, 其 中 6:(C2)=3(C,), 6°<€C3)=2(C,), 6 (Ο1}-1(Οι)ν. 
以 上 5 种 旋转 操作 都 有 一 个 旋转 轴 ， 而 轴 上 所 有 的 点 都 是 不 
动 的 。 这 种 与 对 称 操 作 相关 的 几何 要 素 称 为 对 称 要 素 。 如 果 绕 轴 . 
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转动 a= 360°/n 能 使 图 形 复原 ， 虽 称 此 轴 为 4 次 旋转 对 丈 轴 ， 简 
称 半 次 旋转 轴 ， 称 c 为 基 转 角 。 

对 于 晶体 ,早已 总 结 出 的 晶体 对 称 性 定律 指出 ， 晶 体 只 有 1， 
2, 3, 4, 6 次 旋转 对 称 办。 事实 上 ， 它 可 以 从 空间 点 REED % 25 
以 证 明 。 现 证 明 如 下 。 

假定 4, 妖 两 点 为 空间 点 阵 中 的 两 个 最 邻近 的 格 点 ( 见 图 3.9) , 
通过 4 点 有 一 个 垂直 于 纸 面 的 二 次 轴 。 绕 此 轴 信 次 向 左 和 向 右 各 
旋转 a=360°/n 角 ， 则 B 点 依次 转 到 C dn D. 按照 旋转 对 称 
轴 的 定义 ，C 点 和 刀 点 也 都 是 格 πα, "CE AD, DE J AC, 四 
边 形 4DFEC 就 是 平行 四 边 形 〈 凌 形 ) 。 根 据 晶体 冰期 性 ， 已 点 也 
是 格 点 ， 由 于 AB 是 最 短 的 周期 ， 故 AE 的 长 度 必定 为 4B 长 度 的 
整数 倍 ， 即 


AE-mAB, (m 为 整数 ) 。 
又 因为 4D= AC = .48B， 由 图 可 以 看 出 ， 

AE = 2460 cosa = 2 ABcosa. 
比较 上 面 两 个 等 式 ， 得 到 ， 


m = 2cosa, 


所 以 


-2«m«2. 

ΕΠΗ. m 的 可 能 数值 仅 为 -2，-~1,， 0, 1, 2, 相应 的 a 角 为 
1805, 120”, 90°, 60?,360? (或 0*)。 即 是 说 ;晶体 只 可 能 有 2， 
3，4，6 和 工 次 轴 。 c | 


图 3.9 对 称 性 定律 的 证 明 
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3.3 第 二 类 点 对 称 操作 


第 二 类 点 对 称 操 作 是 象 转 操作 ， 这 是 反 演 和 旋转 相 结 合 的 操 
作 。 与 象 转 操作 相 联系 的 几何 要 素 称 为 象 转 对 称 轴 ， 简 称 象 转 
轴 。 最 体 中 的 象 转轴 也 只 有 5 种 ， 它 们 的 符号 依次 是 1655, 
2(S,)，3(S。)，4(S,)，6(S,)。 关 于 括号 中 的 能 夫 利 符号 ， 我 
们 将 在 后 面 给 以 说 明 。 

所 谓 反 演 ， 是 将 空间 任意 一 点 xyz 变 换 到 ayze, E 


一 工 0 0 ix 一 
0 -1 011» -y|]. (3.3) 
0 0 —1il 2 


一 Z 
AH i 和 ( 2 ΒΡΕ S MERITS. [1 1 Je 转 操 
作 是 没有 操作 的 操作 ， 所 以 反 演 也 就 是 1 次 象 转 操作 ， 即 i (C) 
=1(9,). 图 3.10 所 示 是 肥 演 对 称 的 图 示 , 其 对 称 要 素 称 为 反 演 中 
心 或 对 称 中 心 ， 重 复 点 数 为 2 .在 反 演 操作 下 ,位 于 纸 面 上 方 掌心 
向 上 的 右手 变换 为 纸 面 下 方 掌心 向 下 的 左手 ， 这 里 有 了 手 性 的 变 
化 。 为 了 表示 这 种 手 性 的 变化 ， 我 们 在 图 ΑΗ BB 加 一 个 去 
点 。 这 种 右手 与 左手 的 关系 称 为 对 形 关 系 ， 反 演 操 作 也 称 为 对 形 
操作 。 下 面 将 看 到 , 镜 象 也 有 同样 性 质 , 因 而 对 形 关 系 有 时 也 称 为 
锁 象 关系 。 也 可 以 用 另 一 种 表述 方法 来 说 明 两 个 物体 具有 对 形 关 


O+ 


GCC Oo y, 


(σι) ο ο 


-ῳ 
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系 ， 即 这 个 物体 属于 右手 系 ， 另 一 个 物体 属于 左手 系 。 镜 象 反 映 
又 称 平面 反映 ， 与 其 相关 的 对 称 要 素 是 镜面 ， 或 称 反映 面 、 对 称 
面 ， 重 复 点 数 为 2 。 操 作 方法 是 ， 对 空间 任 一 给 定 的 点 ， 向 镜面 
作 一 条 重 线 并 延伸 到 镜面 的 另 一 侧 ， 然 后 在 这 条 延长 线 上 找 一 个 
点 ,使 其 到 镜面 的 距离 等 于 原来 的 点 到 镜面 的 距离 ， 如 图 3.11 所 
示 。 这里， 我 们 又 一 次 看 到 手 性 的 变化 。 图 中 最 右边 是 以 纸 面 为 
镜面 的 图 示 ， 反 映 操作 和 镜面 的 国际 符号 是 m , 熊 夫 利 符号 JE c. 
实际 上 ,从 图 3.12 我 们 看 到 2 次 象 转 操 作 就 是 反映 操作 ， 其 对 称 
要 素 是 与 反映 面 垂直 的 2 次 象 转 轴 。 2 次 象 转 操作 和 2 次 象 转轴 
的 国际 符号 是 2， 熊 夫 利 符号 是 S,， 所 以 m(o) -2(δι). 

第 三 个 象 转 操作 是 3 次 象 转 操作 ， 其 对 称 要 素 是 3 次 象 转 
轴 ， 重 复 点 数 为 6 ， 如 图 3.13 所 示 。 由 图 不 难看 出 ，3 次 象 转 
轴 可 以 分 解 为 一 个 3 次 旋转 轴 和 一 个 反 演 中 心 ， 即 3=3+ i。 因 


AID οἷο. .0 


图 3.11 反映 操作 


图 3,12 2 次 象 转 操作 


35. 


此 ， 它 不 是 独立 的 对 称 要 素 。 


3.13 ὃ 次 象 转 操 作 


图 3.14 是 4 次 象 转轴 图 示 。 4 次 象 转 操 作 是 4 次 旋转 和 芭 
演 的 连续 操作 ， 即 4= 4xi。 现 在 ,我 们 从 图 中 标号 为 "1 ?的 右手 
开始 ,看 一 看 操作 的 具体 过 程 。 将 它 绕 轴线 转动 90°, 紧 接着 进行 
反 演 ， 得 到 标号 为 《2 2 的 左手 ! 继续 进行 这 种 操作 ， 又 得 到 标 
号 为 “3 ”的 右手 ， 再 进行 一 次 这 种 操作 ， 又 得 到 标号 为 “4” 
的 左手 ， 再 继续 操作 ， 于 是 回 到 开始 时 的 右手 。 至 此 ， 图 形 已 经 


a 5) qp 


图 3.14 4 次 象 转 操 作 


完备 ， 重 复 点 数 为 4。 这 里 我 们 看 到 ，4*(S?) = 2(C,)， 表 明 隐 
含 一 个 2 次 旋转 轴 ， 但 4 不 能 分 解 成 2 和 另 一 个 对 称 要 素 之 和 。 
我 们 还 看 到 ， 这 里 既 没有 单独 的 4(C.)， 也 没有 单独 的 i(C,)， 
Β 4 关 4+1i。 这 一 点 很 重要 ， 说 明 4 确实 是 一 个 独立 的 对 称 要 
X. UG 操作 的 两 个 分 操作 都 不 是 对 称 操作 。 κ 
图 3.15 是 6 次 象 转轴 图 示 , 它 的 重复 点 数 为 6 。 与 了 相仿 ， 
6 可 以 分 解 为 3 和 m 之 和 ， 即 6=3+m， 所 以 它 不 是 独立 的 对 称 
Xx. 
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这 里 ， 要 补充 说 明 一 下 熊 夫 利 符 号 。 在 熊 夫 利 方案 中 ， 第 二 


图 3.15 6 次 象 转 操作 


类 点 对 称 操作 是 取 旋 转 和 反映 的 连续 操作 ， 称 为 映 转 操作 ，。 相 关 
的 对 称 要 素 称 为 映 转轴 ， 符 号 为 S。(a= 1,2,3,4,6). 映 转轴 和 和 象 
转轴 的 对 应 关系 如 下 : 

S, 5, S, So So 


2» 1 6， 4, 3. 
ΜΕΡΗ ΕΤΗ f Bed AES EI — E PROF GESTARE, ΠΈΡΙ 
ΟΕ SA S ,例外 。 映 转 操作 和 象 转 操作 对 应 关系 如 下 ， 


以 上 两 节 讨论 的 是 全 部 点 对 称 操 作 及 其 对 称 要 素 。 我 们 看 
到 ， 独 立 的 点 对 称 要 素 只 有 8 个 ; l, 2, 3, 4, 6, í, m, 4, 

表 3.1 和 表 3.2 给 出 全 部 对 称 面 和 对 称 轴 的 符号 ， 其 中 包括 
非 点 式 对 称 要 素 的 符号 。 关 于 非 点 式 对 称 要 素 ， 我 们 将 在 后 面 的 
章节 中 介绍 。 
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# 3.1 对 称 轴 符 号 
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我 们 来 介绍 点 对 称 操作 的 集合 所 构成 的 点 群 。 这 里 ， 
s Ade Rat. 晶体 学 点 群 共有 32 种 ， 称 为 32 种 晶 
体 学 点 群 ， 简 称 32 种 点 群 。 为 什么 晶体 学 点 群 有 32 种 而 不 是 更 
多 或 更 少 ? 在 本 章 的 最 后 一 节 中 将 给 以 严格 的 数学 推导 。 现 在 ， 
我 们 从 只 含有 旋转 轴 的 群 出 发 来 进行 介绍 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 晶体 的 旋转 轴 只 有 5 种 ， 即 ?CC.)， 其 
中 2= 1，2，3，4，6.。 对 于 某 一 个 旋转 畏 (Cs)， 与 其 相关 的 对 
υπ ο Ως Τα. 1p, E m hon, 
这 占 个 对 称 操作 构成 一 个 群 ，h moms, š 这 个 群 的 符号 和 旋 
转轴 的 符号 相同 ， 即 为 %C。)， 而 且 不 难 证 明 ， 这 个 群 是 交换 
群 ， 也 是 循环 群 。 驴 夫 利 符号 用 大 写字 母 C， 就 是 循环 一 词 的 词 
k. TÆ, RTAS 5 种 循环 群 。 为 了 对 循环 群 的 细节 有 所 了 
解 , 现 举 4(C ,) 群 为 例 。 图 3.16 所 示 是 点 群 4(C,) 的 极 射 赤 面 投 
影 ， 其 中 4 次 轴 取 为 > 方向 ， 表 为 4. ， 图 中 为 初 始点 ， 经 操 
作 得 到 等 效 点 4，4:，4*。 这 些 等 效 点 组 成 点 群 4C,) 的 一 般 等 
效 点 系 ， 这 些 等 效 点 是 对 称 操作 的 结果 ， 也 是 对 称 操作 的 代表 
点 ， 所 以 一 般 等 效 点 数 等 于 群 的 对 称 操作 数 ， 即 等 于 群 的 阶 。 不 
过 这 里 要 注意 ， 我 们 说 的 是 一 般 等 效 点 系 ， 每 一 个 等 效 点 代表 一 
个 对 称 操作 。 从 几何 关系 上 看 ， 一 般 等 效 点 都 不 在 对 称 要 素 上 ， 
相反 ， 如 果 等 将 点 在 某 个 对 称 要 素 上 ， 则 会 出 现 一 个 等 效 点 代表 
好 几 个 对 称 操 作 的 情况 ， 于 是 等 效 点 系 的 点 数 将 成 倍 地 减少 。 这 
称 为 特殊 等 效 点 系 。 
现在 ， 我 们 考虑 在 上 述 5 种 循环 群 中 加 进 与 旋 «α sh xm EDEN 
2(C:) 轴 的 情况 ， 由 此 导出 4 种 新 的 点 群 ， 称 为 二 面体 群 。 只 
有 4 种 而 不 是 5 种 新 的 点 群 ， 是 因为 将 C) 加 到 1(Οι) 上 得 
到 的 是 原来 已 有 的 循环 群 2C,)。 这 4 种 二 面体 群 的 符号 是 
:22(0D,), 32(D,), 422(D,), 622(D,0, E, Bk 利 符 号 用 
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大 写字 母 六 ， 是 二 面体 一 词 的 词 头 。 至 于 国际 符号 的 含意 ， 需 要 
RE SUR B. 

现在 ， 我 们 继续 讨论 几 个 高 次 轴 的 组 合 。 设 有 一 个 C, 和 一 
个 C。 相 交 于 O 点 ， 那 么 在 C ,周围 必 有 ?个 C。， 如 图 3.17 所 示 。 


GR — 
ua pui 


图 3.16 点 群 4(C4+) 的 级 射 亦 面 投影 图 图 3.17 Cm 和 Cn 的 组 合 
在 各 个 C。 上 取 到 0 点 等 距 点 ， 则 可 联 成 正 % 边 形 ， 每 个 C。 通过 
一 个 顶点 ， 从 C。. 看 ， 周 围 必 及 个 正 # 边 形 ， 形 成 凸 向 外 的 mr 面 
角 ， 如 此 演 译 下 去 ， 最 终 将 在 空间 形成 一 个 凸 正 多 面体 。 由 于 m 
面 角 至 少 需 3 个 面 ， 而 多 面 角 各 个 面 角 之 和 必须 小 于 360*， 所 以 
这 个 正 # 边 形 只 可 能 是 正三 角形 .正方形 或 正 五 边 形 . 由 正三 角形 
可 以 构成 正四 面体 、 正 八 面体 和 正二 十 面体 ， 由 正方 形 可 以 构成 
立方 体 ， 由 正 五 边 形 可 以 构成 正 十 二 面体 。 这 5 种 正 多 面体 如 
图 3,18 所 示 。 但 是 ， 由 于 晶体 对 称 定 律 的 限制 ,只 可 能 出 现 正四 


WIOe8)6 


图 3,18 五 种 正 多 面体 
面体 、 正 八 面 体 和 立方 体 ， 而 正八 面体 和 立方 体 有 相同 的 对 称 轴 
合 ， 所 以 高 次 轴 的 组 合 只 有 两 种 ， 构 成 两 种 点 群 ， 四 面 体 群 
23(7) 和 八 面 体 群 432(O)， 此 处 了 是 四 面体 的 词 头 ，O 是 八 面体 
的 词 头 。 
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这 样 ， 我 们 共 导 出 11 种 纯 旋 转 群 。 

现在 ， 我 们 将 反 演 中 心 加 进 上 述 11 种 纯 旋 转 群 ， 将 得 到 11 种 
含有 对 称 中 心 的 新 的 点 群 ， 称 为 中 心 对 称 点 群 。 我 们 在 下 茄 列 出 
了 旋转 群 与 中 心 对 称 群 的 对 应 关系 。 这 里 ， 熊 夫 利 符号 的 下 标 中 
出 现 的 “ ”表示 有 与 主轴 垂直 的 《 即 水 平 的 ) 反映 面 ，“d” 表 示 
有 直立 的 平分 2 次 轴 交 角 的 反映 面 。 

际 符 号 
2 3 4 6 222 32 422 622 23 432 
2/m 3 4/m 6/m mmm 3m 4/mmm 6/mmm m3 m3m 
RR X 利 符 号 

C, C, C, C, C, D, D D DT O 
C, Can Se Cin C,, D, D, D, Dea T, O; 

接着 ， 我 们 从 这 11 种 中 心 对 称 点 群 可 以 找 出 10 种子 群 ， 其 
中 没有 1(C,)， 但 有 除了 纯 旋 转 以 外 的 其 它 对 称 操 作 。 所 谓 子 
群 ， 是 由 母 群 中 一 部 分 元 素 组 成 的 群 ， 而 一 个 母 群 可 能 有 若干 个 
子 群 。 当 然 ， 这 些 子 群 也 都 符合 群 的 数学 定义 。 下 面 列 出 这 10 种 
子 群 及 其 所 属 的 母 群 ， 熊 夫 利 符号 下 标 中 出 现 的 “0” 表 示 有 包含 
主轴 的 直立 的 反映 面 。 


1 
1 


m us 
m mm, 4 42m Amm 3m 6 6m2 6mm 43m 
—— — MÀ 
2/m mmm 4/m  4/mmm 3m 6/m  6/mmm m3m 
NK ox gÀB S S 


Cia C,, S, Dua C. C,, C,, Da ς,, T, 

C, D, C, D. D, C, D, O, 
至 下， 我 们 导出 了 全 部 32 种 点 群 。 

附录 了 给 出 了 关于 32 点 群 的 资料 。 图 3.19 给 出 了 确定 某 一 

晶体 属于 何 种 点 群 的 程序 图 。 不 过 程序 图 中 不 BET, T Ta 
O, O, BE. 3X 5 种 点 群 都 有 4 个 3 次 轴 ， 可 以 根据 这 一 特征 把 
它们 分 出 来 。 
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3.5 点 对 称 操作 的 乘法 运算 


上 一 节 我 们 介绍 了 全 部 32 种 晶体 学 点 群 ,但 是 我 们 还 没有 从 
群 的 数学 定义 来 考查 它们 是 否 符 合群 的 定义 ， 为 此 ， 需 要 进行 群 
元 素 的 和 法 运算 ， 邑 点 对 称 操作 的 且 法 运算 ， 现 在， 我 们 以 点 群 
422( 吃 ,) 为 例 来 介绍 此 种 乘法 运算 。 


gp E85 I— Md 
是 [是否 只 有 5 ?1 。 Ln 
IRŞ 是 否 有 1? 
Eu μι 
1 1 
是 否 有 2( Ln) 9 


Te: 

μα Ln)? ,, 2[ μμ La)? z 

r 2 2 E^ 

mmm ERG m( n) ， ἘΞ Ἐπί ln)? ' 
T J le 


"enm nm 


图 5.19 确定 某 一 物体 点 群 的 程序 图 


图 5.20 Biz RE E22 (DL) 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 图 中 的 对 - 
称 要 素 用 一 个 下 标 表 示 它 的 方向 ， 例 如 4. 是 沿 z 方 向 〈 即 [001] 
方向 ) 的 4 次 旋 转轴 ，2,; 是 沿 x，y 分 角 线 方向 ( 即 [110] 方 
ED 的 2 次 旋转 轴 ， 等 等 。 图 中 的 等 效 点 同时 是 对 称 操作 的 代 
表 点 ， 这 给 在 极 射 赤 面 投影 图 上 进行 对 称 操作 的 乘法 运算 带 来 方 
fg, 例如，2,4? 可 视 为 对 称 操作 2, 对 等 效 点 红 的 操作 ， 于 是 我 们 
从 图 中 看 到 操作 的 结果 是 2,， 即 2,4? = 2.。 这 种 方法 也 可 用 于 多 
种 对 称 操 作 的 连 乘 ， 例 如 4.2;43， 我 们 从 图 中 看 到 ， 等 效 点 4 经 
2, 操 作 到 2,， 再 经 4, 操 作 到 2,,， 所 以 4,2,42 = 2.y。 其 它 可 依 此 . 
Ε ΣΝ 
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2007 光 极 射 赤 面 投影 图 上 的 乘法 运算 可 以 
用 来 帮助 我 们 编排 群 的 乘法 表 和 群 的 分 
类 表 。 例 如 点 群 422( 刀 , )， 按 上 述 方法 
我 们 可 以 排出 乘法 表 ， 如 表 3,3 Bron. 
于 是 ， 我 们 看 到 ，《〈1 〉 任 意 两 个 对 称 
操作 相 乘 仍 为 群 内 的 对 称 操作 ，《〈 2 ) 
AEREE G) 每 个 对 称 操作 都 
Bom A aam BAE HL RAIHOgH NE, RÈ 

操作 的 道 操作 就 是 它 自 身 ，《〈4 ) 对 称 

表 3.3 ARD ORAR 


Pre "ΟΝ Ῥη 


2, 2.r 2.y 


2,,| 2, 2 2; 2, 4, B E 4 


2; δν 2, 2,; 2, 43 4, 42 E 


操作 的 乘法 满足 结合 律 ， 例 如 
4,(2,2,) 2 4,42 2 43, (4,2,)2, 2 2,,2, = 43， 
二 者 相等 ， 其 它 类 推 。 以 上 结果 表明 422(DD,) 完全 符合 群 的 数学 
定义 。 | 
关于 在 极 射 赤 面 投影 上 进行 对 称 操作 的 乘法 运算 ， 上 述 点 群 
422(D,) 是 一 个 比较 简单 的 例子 。 在 立方 点 群 中 ， 这 种 运算 稍为 
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复杂 些 ， 现 在 对 此 再 作 一 点 补充 说 明 。 

立方 点 群 中 ， 除 了 有 平行 或 垂直 于 坐标 轴 的 对 称 要 素 之 外 ， 
还 有 (110? 和 《111? 方 向 的 对 称 要 素 ,对 称 操作 最 多 的 是 m3m(O，》 
点 群 ， 有 48 个 对 称 操作 。 对 此 ,我 们 需要 在 图 3.21 所 示 的 极 射 赤 
画 投 影 图 上 进行 运算 。 首 先 ， 用 3 个 {100} 面 和 6 个 {110} 面 投影 
线 将 基 图 分 为 48 个 相互 等 效 的 三 角 区 ,注意 ， 图 中 画 出 的 是 对 应 
于 北半球 的 24 个 三 角 区 ， 而 对 应 于 南半球 的 24 个 三 角 区 图 形 相 
重 ， 但 在 图 的 背面 ， 未 能 画 出 。 于 是 ， 所 有 对 称 要 素 的 投影 点 都 
在 这 些 分 区 线 的 交点 上 。 例 如 ， 图 中 给 出 的 一 个 3 次 对 称 轴 是 
[111] 方向 的 ， 它 是 6 个 三 角 区 的 交点 ， 每 个 三 角 区 的 MAR 
是 60。。 

现在 ， 我 们 看 这 个 [111] 方向 的 3 AAH P, Q, R, S 各 
点 的 操作 。 对 已 点 的 操作 最 简单 ， 绕 轴 右 转 120232 CP， 绕 轴 反 
转 120° 得 C-:P。 这里， 我 们 用 C 代表 3 次 旋转 操作 。 对 Q 点 的 
操作 可 以 用 数 三 角 区 数目 的 方法 找到 结 
果 。 由 3 次 轴 所 在 点 沿 弧 线 向 左 数 去 ，Q 
点 在 弧 线 右 侧 第 四 个 三 角 区 ， 绕 3 次 轴 右 
转 120*，CQ 应 在 3 次 轴 右 下 方 直 AAM | 
的 第 四 个 三 角 区 ， 于 是 得 背面 的 CQ A. 
仿 此 ， 绕 3 次 轴 左 转 120"， 在 上 行 弧 线 右 
例 第 四 个 三 角 区 得 C-:Q πι, 3KM R 
和 S 点 的 操作 可 以 依 此 类 推 。 不 过 要 注意 "ons same. 
的 是 ， 当 沿 弧 线 前 进 到 背面 时 ， 应 沿 另 一 
条 相对 的 弧 线 前 进 ， 并 改 为 数 另 一 便 的 三 角 区 。 请 读者 自己 验证 
-下 CR，C-:R，CS 和 C-1S 各 点 位 置 。 

除了 利用 极 射 赤 面 投影 进行 对 称 操作 的 乘法 运算 之 外 ， 还 有 
其 它 方法 ， 比 如 矩阵 方法 、 琼 斯 符号 方法 、 赛 兹 算 符 方法 等 . 

矩阵 方法 是 群 论 中 常用 的 方法 。 它 的 突出 优点 在 于 由 和 矩阵 的 
迹 可 以 直接 排出 群 的 特征 标 表 。 前 已 指出 ， 在 取 定 的 坐标 系 中 ， 
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每 一 种 操作 所 代表 的 空间 变换 都 可 以 表 为 一 个 矩阵 。 于 是 ， 连 续 
操作 就 是 连续 的 空间 变换 ， 从 而 可 以 用 和 矩阵 乘法 进行 运算 . 
附录 C 列 出 了 各 种 点 操作 的 和 抢 阵 。 其 中 ， 和 矩阵 前 面 给 出 的 方 
向 指数 是 指 对 称 轴 的 方向 ， 标 以 “ 且 ” 的 是 专用 于 六 角 坐 标 系 的 。 
现在 ， 我 们 再 一 次 看 看 点 群 422( 刀 ,) 中 对 称 操作 的 运算 ， 例 
如 2.4, 的 运算 。 由 附录 CC 查 出 它们 的 矩阵 表达 式 ， 列 出 矩阵 运 
算式 如 下 ， 


1 0 0 0 -1 
ο -1 0 1 0 
ο 0-1 0 0 1 
0-1 0 
-|-1 ο 0|={2,7), (3.4) 
0 0-1 


这 与 前 面 利 用 极 射 赤 面 投影 所 得 结果 相同 。 
琼斯 符号 是 一 种 更 为 简洁 的 运算 符号 ， 算 符 RR 的 琼斯 符号 就 
是 它 作用 于 一 般 点 (x,y，z) 的 结果 。 PIR, (E4226 Dor, 2, 的 


了 琼斯 符号 由 下 式 确定 ， 
1 0 01fx x 
{2.jr=|o-1 o |ν]-|-ν 41 G.5 
0 0-1 | Z -z 


E (x,-y,-2) * 这 表示 ,在 它 的 作用 下 ,第 一 个 坐标 不 变 ， 第 二 
和 第 三 坐标 变 号 。 仿 此 ，4 .的 琼斯 符号 表 为 (- y,x,2), RRE 
一 坐标 变 为 第 二 坐标 负 值 ， 第 二 坐标 变 为 第 一 坐标 ， 第 三 坐标 不 


变 。 于 是 
(2,) {4.} = (x,-y,-2)(- y,x,2) 
= (-y,-x,-z) = (2,5) (3,6) 
结果 与 前 面相 同 。 


子 群 的 概念 已 经 在 前 一 节 做 了 介绍 ， 其 关键 是 要 在 母 群 中 找 
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出 一 组 其 有 封 闲 性 的 对 称 操作 ， 这 可 以 用 先 法 追踪 的 方法 进 
行 。 现 在 ， 我 们 仍 以 点 群 422( 刀 ,) 为 例 , 分 析 其 中 有 哪些 子 群 。 
这 个 母 群 有 8 个 元 素 ， 其 乘法 天 如 表 3,1 所 示 。 若 将 E 和 4， 
相 乘 得 4. ΤΠ] 4,4, 2 42, 4,427431, A,.42- E , ΠΕ, 
4,,42,42, } 是 一 个 封闭 组 ， 组 成 一 个 子 群 ， 仿 此 ， 不 难 找到 其 它 
几 个 封闭 组 ，{ 已 ,2 CE,2,), CE2,,), CE,2,3) ENER 
一 个 子 群 。 于 是 ,我 们 看 到 42210. HE 5 个子 群 ，1 个 4(C) 
群 和 4 个 2(C:) 群 。 

群 内 TRILER. πμ 4, B, X 都 是 群 
ΚΠΕ» ΠΧ "AX 有， 则 称 4 和 五 为 共 配 元 素 。 一 组 相互 
共 箔 的 元 素 合 起 来 称 为 一 个 共 罗 类 ， 简 称 类 ， 类 在 群 论 中 也 是 一 
个 很 重要 的 概念 。 属 于 同一 个 类 的 元 素 ， 其 矩阵 的 迹 相等 ， 从 而 
在 群 的 特征 标 表 中 ， 它 们 被 归属 于 同一 组 ， 有 相同 的 性 质 。 

确定 群 所 含 的 类 的 方法 如 下 ， 作 半 -'A 关 运 算 ， 使 关 记 及 群 
内 所 有 元 素 ， 所 得 结果 的 集合 即 为 一 个 类 。 这 种 3 个 元 素 的 连 乘 
用 上 述 刀 种 方法 都 很 方便 。 例 如 ， 点 群 422( 刀 D,) 的 分 类 结果 如 表 
3.4 所 示 , 共 分 为 5 类 ; (CE, (42), (4,,421,(2,,2,),(2,,,2 


η 
表 3.4 BE 422(D,) 的 类 
E 4, 4 42 3, 2, L, Ly 类 
X^EX|E E E E E E E E| (E) 
XC 42X 42 42 42 42 42 42 42 4 (42 
X^ 4,X 4, 4, 4, 4, 4 43 42 4 (4, ,43 
X^72, X 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2,,2,) 
XC X ha 2.7 D. 2.7 2.7 2.7 Bar 2.) (21752,5) 


AT 


9.6 F J # 


单 晶 体 的 X 射线 衍射 的 一 个 特征 是 相干 衍射 效应 具有 中 心 对 
你 性 ,即使 这 种 晶体 本 身 没有 中 心 对 称 性 也 是 如 此 。 因 此 ,根据 和 
射线 入 射 术 不 大 可 能 分 辨 是 否 有 中 心 对 称 性 。 这 就 意味 着 用 X 身 


家 3.5 11 种 ŞER 


国际 符号 
EE eg 四 方 三 六 方 立方 
加 加 加 本 四 让 
PH | PE η. | P i 
| | i | | | 6 | 
| Bm |o Αὐπ em ns 
EZ 
| 222 || 422 || 32 | 622 || 432 | 
| | Amm | 6mm |. 
| mm? | iim | 3m |! gm2 | 43m 
| mmm |: 4/mmm | 3m || 6/mmm | m3m 
ERARE 
E 单 斜 四 方 三 六 方 立方 
ο, || CG, | C, | ο 
C; | | Ci, | | S, | | S, | | C, | 
| | | | (| 4 
` LLL d i Can | | C, j | _ | Cos o T, | 
正 交 
ΠΝ P | D, & ο | 
| EN 4e j] | 6» | | 
EC (D C. (Da | Τι 
| D,, | D,» | Ds, | Des I n 
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线 衍射 方法 只 能 区 分 出 1 种 中 心 对 称 点 群 ， 称 为 11 种 劳 尼 群 ， 这 
11 种 劳 厄 群 是 由 32 种 点 群 合 并 而 来 。 例 如 点 群 4(C,) 和 4(S,)， 

由 于 中 心 对 称 性 的 加 入 ， 它 们 的 六 射线 衍射 相 和 点 群 4/m CC.) 
的 相同 。 因 此 ， 它 们 被 合并 到 劳 厄 群 4/mx(C,;) 中 来 。 表 3.5 列 
出 了 11 种 劳 厄 群 以 及 合并 到 这 些 劳 厄 群 中 来 的 有 关 点 群 ， 每 一 
个 方 框 中 最 后 一 个 是 劳 厄 群 。 


3.7 点 群 的 数学 推导 


现在 ， 我 们 来 回答 为 什么 有 32 种 晶体 学 点 群 而 不 是 更 多 或 更 
少 茹 问题 ,前 已 证 明 ,晶体 的 点 对 称 要 素 有 1，2，3，4，6， 
1，7，3，4，56， 共 10 种 。 从 数学 观点 看 ， 似 乎 它们 的 组 合 方 
式 有 无 穷 多 种 ， 但 实际 上 ， 由 于 晶体 空间 点 阵 的 限制 以 及 对 称 要 
素 组 合 定理 的 要 求 ， 它 们 的 组 合 却 不 是 任意 的 。 当 然 ， 对 于 点 对 
称 操作 的 集合 所 构成 的 点 群 ， 还 要 求 所 有 点 对 称 要 素 交 于 一 点 。 
空间 点 阵 的 限制 表现 为 晶体 对 称 轴 定 理 ， 它 要 求 对 称 要 素 的 组 合 
不 能 产生 违反 对 称 轴 定 理 的 对 称 要 素 。 至 于 对 称 要 素 组 合 定理 ， 
正 是 从 数学 上 严格 推导 32 种 晶体 学 点 群 的 出 发 点 。 

最 基本 的 对 称 要 素 组 合 定理 是 欧 拉 定理 ， 

欧 拉 定理 “任意 两 个 旋转 轴 相 交 ， 一 定 产生 第 三 个 通过 这 个 
交点 的 新 的 旋转 轴 。 新 旋转 轴 的 操作 等 于 前 两 个 旋转 操作 之 积 ， 
而 新 旋转 轴 的 轴 次 以 及 它 和 前 两 个 旋转 轴 的 交角 决定 于 前 两 个 旋 
转轴 的 轴 次 和 它们 之 间 的 交角 。 

如 图 3.22, 设 O4，O5 为 两 个 旋转 轴 , 基 转角 依次 为 c 和 有 ， 
它们 之 间 交 角 为 w。 在 球面 上 我 们 总 可 以 找到 一 点 C , 它 在 0B8 旋 
转轴 顺 时 针 旋转 操作 下 变换 到 C’ ,而 后 在 OA4 旋 转轴 磊 时 针 旋 转 操 
EF, C 又 回 到 C。 因此， 在 两 个 旋转 轴 的 连续 操作 下 ， OCE 
一 条 不 动 的 直线 .但 与 此 赔 时 ， 在 两 个 旋转 轴 的 连续 操作 下 ， B 
变换 到 B'。 因 此 ， 两 个 旋转 轴 连 续 操作 的 效果 等 于 以 OC 为 旋 
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转轴 直接 对 B 操作 的 效果 。 即 OC 是 新 产生 的 第 三 个 旋转 轴 . 
4 OC 的 基 转 角 为 y，OC 与 OA, OB 2 | 3 3 2 o Rau, M 
由 球面 三 角 公式 (参阅 附录 Ὁ} 可 证 明 有 


Y Y a, 
cos— = cos —cos 5 _ sin sin Ë cosw, (3.7) 


2 2 2 2 2 


B . & Y 
cos ~ Bin > Cos 


2 2 2 
Ὁ = n  .. 3 3 
° sin C sin 7. ᾿ “9 
2 2 


a B Y 
5082 一 5052 0082 ， 
cos u = B -- (3,9) 
sin sin > 


图 3.22 欧 拉 定理 的 证 明 


欧 拉 定理 是 最 基本 的 对 称 要 素 组 合 定理 ， 其 它 所 有 的 对 称 要 
素 组 合 定理 都 是 爽 拉 定 理 在 特定 条 件 下 的 特殊 形式 。 

欧 拉 定理 同样 也 适用 于 象 转轴 。 当 两 个 象 转轴 组 合 时 ， 由 于 
两 次 手 性 变化 等 于 手 性 不 变 ， 因 而 产生 的 是 旋转 轴 ， 而 当 一 个 象 
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转轴 和 一 个 旋转 轴 组 人 台 时 ， 则 产生 的 是 象 转轴 。 

下 面 ， 我 们 给 出 几 个 具体 形式 的 对 称 要 素 组 合 定理 。 在 讨论 
中 ， 我 们 将 采用 极 射 赤 面 投 影 方 法 ， 它 将 使 讨论 过 程 更 加 清晰 。 

定理 1 旋转 轴 与 旋转 轴 的 组 合 . — n 次 轴 和 一 个 与 之 垂 
直 的 2 次 轴 相 交 ， 则 必 有 #% 个 与 之 垂直 的 2 次 轴 。 

图 3.23 是 直立 的 4 次 轴 和 水 平 的 2 次 轴 相 交 的 投影 图. 现 
在 ， 我 们 取 一 个 一 般 点 ， 如 图 (a) 中 所 示 ; 现 在 用 4 次 轴 对 此 点 操 


图 3,23 4 次 轴 和 与 其 王 直 的 2 次 轴 的 组 合 情 况 


作 ， 于 是 共计 得 到 4 个 纸 面 上 方 的 点 ， 如 (b) 所 示 ， 然 后 再 用 2 
次 轴 对 这 4 个 点 操作 ， 于 是 又 得 到 4 个 位 于 纸 面 下 方 的 点 。 从 这 
8 个 点 的 相互 关系 ， 不 难看 出 共有 4 个 与 4 次 轴 垂 直 的 2 次 轴 ， 
如 (c) 所 示 。 其 它 ? 次 轴 与 2 次 轴 相 交 的 情况 可 以 仿 此 论证 。 

作为 上 述 命题 的 推论 ， 如 果 一 个 2 次 旋转 轴 和 另 一 个 2 次 旋 
转 办 相交 ， 交 角 为 a= 360°/m， 则 必 有 一 个 基 转 角 为 2o 的 "次 旋 
转轴 ， 些 处 = zz/2 ， 并 且 垂 直 于 这 两 个 2 7k hl. 1 Τὰ Ik. Hi 
于 对 称 定律 的 限制 ，1w 为 不 大 于 12 的 偶数 。 

定理 2 旋转 轴 与 反映 面 的 组 合 。 一 个 n 次 旋转 轴 营 在 一 个 
反映 面 内 ， 则 必 有 + 个 反映 面 ， 它 们 的 交 线 即 为 4% 深 轴 的 轴线 。 

图 3,24 所 示 是 一 个 直立 的 4 次 轴 在 一 个 直立 的 反映 面 内 的 
组 合 情 况 ， 与 图 3.23 不 同 ， 此 处 等 效 点 都 在 纸 面 上 ， 而 且 有 手 
性 变化 。 不 难看 出 ， 此 处 共有 4 个 反映 面 ， 交 线 是 4 次 轴 。 

其 它 半 次 轴 在 反映 面 内 的 组 合 情 况 可 以 仿 此 论证 。 

定理 .3 反映 面 与 反映 面 的 组 合 。 两 个 反映 面相 交 ， 交 角 为 
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2， 则 交 线 是 基 转角 为 2α 的 4 次 旋转 轴 。 这 一 命题 的 论证 请 读 


B 3.24 4 次 轴 在 一 个 反映 徊 内 的 组 合 情 况 


定理 4 旋转 轴 与 反 演 中 心 的 组 台 。 偶 次 旋转 轴 上 若 有 反 演 
中 心 ， 则 必 有 与 旋转 轴 垂 直 并 通过 反 演 中 心 的 反映 面 。 这 一 命题 
也 留 给 读者 去 论证 。 

定理 5 反映 面 与 反 演 中 心 的 组 合 。 反 映 面 内 若 有 反 W 中 
心 ， 则 必 有 垂直 于 反映 而 并 通过 反 演 中 心 的 2 次 旋转 轴 。 这 一 命 
题 也 不 难 证 明 。 

有 从 以 上 讨论 中 ， 我 们 看 到 极 射 赤 面 投影 是 很 有 用 的 ， 它 对 以 
上 级 合 定理 的 论证 给 出 了 相当 清晰 而 简洁 的 图 象 。 在 以 后 的 讨论 
中 ， 我 们 还 将 用 到 极 射 赤 面 投影 方法 。 

现在 ， 我 们 来 论证 一 切 可 能 的 晶体 学 点 群 共有 32 种 。 为 
此 ， 我 们 要 分 析 点 对 称 要 素 组 合 的 所 有 可 能 情况 。 

首先 ， 我 们 分 析 相 同 的 两 个 4 次 加 的 组 合 。 如 图 3.25(a) 所 
示 ， 设 04 和 OB 为 交 于 0 点 的 两 个 基 转 角 为 a, 的 次 轴 , 它 们 可 
由 第 三 个 对 称 要 素 的 作用 而 相互 重合 ， 而 0, 4,B 均 为 晶体 中 的 
fs, OA-OB, 现 将 OB 轴 作 用 于 O04， 得 OC， 再 将 OA 轴 作用 
FOB, 80D, 显然 OC-OA-OB-OD, πο. D +b E I 
A XSHAD-AB-BC, A,B,C,DPDi n3. EOASOBZ 
间 交 角 为 ws。， 则 一 4OD= 一 60C = 408B = o,, ΒΑ, CHE 
垂直 于 OB 的 平面 ， 交 0B 于 EE 点 ， 如 图 3,25(b) 所 示 ， 则 和 4EC 
等 于 基 转 角 a。。 令 了 A4BC = se， 则 在 等 腰 三 角形 ABC 中 有 
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sint = $É /BC (93,10) 


(a) 
图 3.25 HARRARI n 次 轴 相 交 的 情况 
而 在 等 腰 三 角形 EAC 及 直角 三 角形 上 BC 中 有 


sin% = AC /Ec, (3,11) 
2 2/ 


cos = sin(90° - 55 )- EC / BC, (3.12) 
所 以 

sin sin; cos, (3,13) 
了 出 于 晶体 对 称 轴 定 理 的 限制 ,2 的 取 值 只 可 能 为 2mzr， (Om 


elu, CIAM (2m+ 24, Je (2m+ 1) EAE m 79 36 


数 。 从 而 sin Seri uno, d, VÀ, Y2, ip 


(3,13) 对 于 一 定 的 a, 和 e 取 值 (这 两 种 取 值 都 受 晶体 对 称 轴 
定理 的 限制 ) ， 求 出 w. 的 可 能 值 如 表 3.6 所 列 。 其 中 ， 互 为 补 
角 的 两 个 w。 值 实 际 上 是 同一 个 可 能 值 。 

现在 ， 我 们 再 来 看 任意 两 个 轴 的 组 合 S. 如 图 3,26 ， 设 
局 "47 和 GO/ 刀 /是 相交 于 0 点 的 任意 的 两 个 轴 ， 它 们 的 交角 为 z。 
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表 3.6 两 个 n 次 轴 相 交 时 交角 w 的 可 能 值 


w, wa, | 180° 120° 905 | 605 | 0° 
pou (n ϱ) (n= 3) (n= 4) Ἱ(πξ 6) (n=1) 
2mz |->180。 |— 1805  |—180° | >180° 任意 
E 0, 


I| i 
| 1 


(2*1) 120°<-/| 109*28/16^—, | 90, 
1 


(mi) 905 || 70°31/442< -> 0° 


(2*2 60°<— '— 0° 


(2m 十 1}π -> 0° | 


ROA’ Jy miih, EEH ans CPAT OB FEO C, 
ΠΙΟ’ B'300' C'H, 3€ f 2 B' O' C 即 为 前 面 讨论 过 的 
ws。， 其 可 能 值 由 表 3.0 给 出 .将 图 3.26 与 图 3.25(b) 比 较 ， 可 


见 现在 的 一 些 点 和 角 与 前 面 的 点 和 角 对 应 关系 为 
4’ 0, B' 一 C，0' B, C' ^A, 


f 90? — W a 
W—> 2 


Wa ?Es Qn wa， 


所 不 同 的 是 这 里 的 4 B' +A O, mimi OC = OB, [EUREN 


得 我 们 套用 公式 〈3.13) 。 于 是 得 


sin τον _ sin Çe cos (90° -U), 


2 


即 


sinw = sin Wa / sine 
2 2 


(3.14) 


(3.15) 


式 中 的 ω, H 3.68 h, a, 受 晶 体 对 称 轴 定理 FL. n, R 


们 排出 w 的 可 能 值 如 表 3.7. 
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根据 表 3.6 和 3.7， 我 们 可 以 得 
出 任意 两 个 轴 组 合 时 的 一 切 可 能 人 局 
δὲ. 不 过 ， 表 中 有 几 处 违反 晶体 对 称 
” 轴 定 理 的 结果 需要 除去 ,这 几 处 是 : 
4 次 轴 与 3 次 轴 或 6 次 轴 以 0° 相交 c 
将 产生 12 次 轴 ; 两 个 3 次 名 以 
41°48 37” 相交 将 产生 5 次 3}. 于 


是 ， 剩 下 的 两 个 轴 组 合 的 一 切 可 能 情 o 
mà. 8.2609 两 个 任意 轴 相 交 的 情况 


表 3.7 两 个 任意 轴 相 交 时 交角 忆 的 可 能 值 
Lu ~ 180° 120° 90。 | 605 | 0? 


m 


w, ο] G2) | (m23) | (m=4) |(m=6) (m=1) 

0* (n2 2,3,4,0,) 0° ' 0° 0° 0° | ΕΒ 
605(π- 2) 39095 3551552 46’ | 90’ | 

70*31/ 44” (n — 3) 85515’ 52741548’ 37^ 54^ 44' 08^ 

90° (n 2,4) 455 — (54*44' 087 


C12 两 个 同 次 轴 以 0°* 相 交 ， 仍 然 是 原来 单独 的 一 个 轴 ; 
(2) 2 次 轴 分 别 与 3，4，6 次 轴 ， 以 及 3 次 轴 与 6 次 
轴 以 0" 相交 

(3) 两 个 2 次 轴 以 30"，45"*，60" 或 90" 相 交 

(4) 2 次 轴 与 4 或 6 次 轴 正 交 ! 

C5) 两 个 3 RAAL T031 44° 1822; 

(6) 3 次 轴 与 2 次 轴 以 54"44/ 08^ 相交 ， 

(7) 3 次 轴 与 4 次 轴 以 54°44 08^ 1822; 

(8) 3 次 胃 与 2 次 轴 以 35°15’ 52^ 相交 ， 

(9) 两 个 4 次 轴 相 互 正 交 ; 

(10) 4 次 轴 与 2 次 轴 以 45? 相交 ， 
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(11)》 工 次 轴 与 任何 轴 以 任意 角度 相交 

下 商 ， 我 们 来 具体 地 讨论 以 上 各 种 可 能 情况 。 首 先 讨论 旋转 
38 5 eget dg eB. 

C10 单独 一 个 轴 所 产生 的 点 群 是 1(C,)，2(C,) ,3(C,)， 
4(C,), 6(C.). 

(2) 2 次 轴 与 3 Khi 4E 67K Hl, RI 2 K 88 54 
或 6 次 轴 的 重合 ， 以 及 3 次 轴 与 6 次 办 的 重合 ， 都 是 前 者 包含 于 
后 者 之 内 ， 因 此 ， 组 合 的 结果 只 有 4 次 轴 和 6 次 轴 两 种 ， 产 生 的 
点 群 为 4(C,) 和 6(C,)， 与 前 面 的 结果 重复 ， 

(3) 根据 组 合 定理 1 的 推论 ， 这 里 产生 的 点 群 是 222 
(D,), 32(D,), 422(D,), 622(D,). 

《4》 产 生 的 点 群 是 422(D,),622(D,), 与 上 面 结果 重 和 偶 ， 

《5》 和 根据 欧 拉 定 理 ， 此 处 的 a= B =60°, w=70°31’ 44^, 
于 是 由 式 (3.7) 一 (3.9) 得 ， 


cos-- = cos *60* — sin ^60*cos70^31/ 44" = 0, 


Y 2180 | (8.16) 
cosu = cogu = cos60° ~ cos60? cos90° _- 41 
sin 60? sin 90* A 3. 
u =v = 54°44 08^. (3.17) 


这 是 一 个 与 原来 两 个 3 次 轴 交 角 均 为 54"44/ 08^ 4 2 次 轴 。 如果 
我 们 到 一 个 立方 体 ， 体 对 角 线 和 一 个 边 的 交角 正好 就 是 54°447 
08”， 因 此 ， 将 3 次 轴 放 在 [111] 方向 ，2 次 轴 即 为 [001] Jj 
间 。 然 后 ， 我 们 用 极 射 过 面 投影 方法 立即 可 求 得 它们 组 合 的 结 : 
是 点 群 23(7). 

(6) 与 《5) 讨论 的 相同 。 

C7) 5 (5) 相仿 ,此 人 处 a=60°,B «90? ,w — 54? 44/ 08^, 
HX G.D — (8.9) 分 别 得 
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LI = cos60* cos45° ~ sin60? sin 45? cos54*? 44! 08^ = 0, 


Y2180*, (3.18) 
cosy = $0849? ~ cos60^cos90* _ J> 
sin 60? sin 90° 3 
v —35^15/52^, (3.19) 
tos 60? — cos 45? cos 90? 1 
HUMEUR sin 45? sin 90? i A2" 
1 -- 455 (3.20) 


于 是 ， 我 们 可 以 取 立 方 体 的 [111] 方向 的 3 次 轴 ,[001] 方向 为 
4 次 轴 ， [110] 方向 为 2 次 轴 ， 则 它们 的 轴 间 角 正 好 满足 这 里 
的 要 求 。 然 后 ， 用 极 射 末 面 投影 方法 即 可 求 出 它们 组 合 的 结果 是 
点 群 432(O) 。 

(8) 所 得 结果 与 《5 ) 相同 ， 

(90 所 得 结果 与 (7 ) 相同 。 

dO 所 得 结果 与 (7 sl. 

(11) 未 得 到 新 的 结果 ， 

总 结 以 上 结果 ， 我 们 共 得 到 11 种 只 包含 旋转 轴 的 点 群 ， 如 
表 3.8 中 工 ， 开 两 栏 所 列 ， 

下 面 ， 我 们 再 讨论 用 象 转轴 代 换 旋转 轴 所 得 到 的 结果 。 

以 同 轴 次 的 象 转轴 代 换 表 3.8 中 第 工 栏 6 个 点 . 群 中 的 旋转 
轴 ， 所 得 BRI Æ IC), mC), 350, 30), 80,0, 
ms (Τι) 6 个 点 群 ,如 第 下 栏 所 列 。 以 m 代 换 第 五 栏 5 个 点 群 中 的 
2 次 轴 (对 222 点 群 只 代 换 其 中 两 个 ) ， 所 得 到 的 点 群 是 mm 2 
(C,,), amu. 4mm(C,,), 6mm(C,,), m3m(O,) ， 如 第 
NEA. Ελ πι 和 高 次 象 转轴 同时 代 换 第 工 栏 下 面 4 个 点 群 中 
的 2 次 轴 和 高 次 轴 (对 432 点 群 只 代 换 其 中 的 3 和 2 次 轴 ， 1 
和 3 不 能 同时 存在 ) ， 得 到 的 点 群 是 3m(D,,)， 42m(D, ,) 6M2 
(D,,)，43m(7T,) ,如 第 了 栏 所 列 。 如 只 用 高 次 象 转 轴 代 换 第 工 栏 
Ti 4 个 点 群 ， 得 到 的 仍然 是 第 了 栏 的 4 个 点 群 。 最 后 ， 将 反 演 
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中 心 ( 即 12X28 $880 引入 到 不 含 反 演 中 心 的 点 群 中 ， 得 到 的 新 
AERA 2/m(C ,,), 4/m(C.,),6/m(C,,), mmm(D,,),1/mmm 


X 3.8 32 种 晶体 学 点 群 的 导出 


IO 1 Ἱ | N | τ iw y 
1 1 
(C) (C) 
2 222 | m | mm2 2/m mmm 
(Cs) | (O, (0*2, (σεν) (Ca) | Daa) 
3 | 32 3 | 3m 3 
(691 Qo 5) | Οι) | Da) 
` 4 422 | 4 | Amm 42m 4/m | 4/ mmm 


(C) Qo: (S0 | (6,210,020 | Cs) | (O, 


i 


6 622 | 6 6mm 6m2 | 6/m | 6/mmm 
(Co) | D | (Co) | (€,210,0 | (€,0 | Daa) 


23 432 m3 m3m 43m 
(T) (O | (T, | (0) (Ta) 


(D1)，6/mmm(D。,)， 如 第 页 和 第 下 两 栏 所 列 。 

至 此 ， 我 们 总 共 导 出 了 32 种 晶体 学 点 群 。 在 严格 的 推导 下 ， 
证 明了 晶体 学 点 群 有 32 种 ， 而 不 是 更 多 或 更 少 。 

32 种 晶体 学 点 群 的 推导 也 可 以 按 其 它 方式 进行 。 例 如 ， 本 
章 3.4 节 中 采用 的 推导 方法 是 :首先 找 出 只 含有 旋转 轴 的 点 群 ， 
这 种 点 群 共 有 11 种 ， 然 后， 在 这 11 种 点 群 上 加 上 反 演 中 心 ， 又 
得 到 11 种 中 心 对 称 点 群 ， 最 后 ， 再 从 这 11 种 中 心 对 称 点 群 中 ， 
找 出 与 11 种 旋转 点 群 不 同 的 10 种 非 中 心 对 称 点 群 。 这 样 ， 我 们 
就 导出 了 总 共 32 种 晶体 学 点 群 。 
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人们 还 可 以 用 另 一 神 方法 导出 32 种 结晶 学 点 BE, PB, HE 
映 面 而 不 是 用 反 演 中 心 加 到 短 环 点 群 中 去 ， 这 是 熊 夫 利 推导 32 
种 点 群 的 方法 ， 称 为 能 夫 利 方案 。 在 不 少 教 材 中 ， 采 用 的 就 是 这 
种 方法 。 首先， 找 出 和 刍 环 点 群 C, (n=1,2,3,4,6,)， 然 后 ， 以 C， 
作为 主轴 ， 加 进去 反 喘 面 和 2 次 轴 ， 得 到 各 种 以 旋转 轴 为 主 辆 的 
点 群 。 最 后 ， 再 考虑 到 3 种 以 映 转轴 为 主轴 的 点 群 和 5 种 立方 点 
群 ， 总共 导 出 32 种 点 群 。 具 体内 容 如 下 ， 

CE: ACCC CC 5 种 。 

ο μου ο το πιο ο C, Coo uus d 
5 种 ，。 

Cnoi: C.,,-C,.X ο ιο ο ο ο ο: 
Ci,,= Ci 新 的 点 群 只 有 4 种 。 

D, SÉ. 在 主轴 C ,的 垂直 方向 加 C MR, MUD = C. x (FE,, 
号 ,}, 有 4 种 新 点 群 D,,D， ,D, D. 

D,, BE 在 DD, 群 的 垂直 于 主轴 方向 加 C: WR, D, = D, x 
{E,C,}， 有 4 种 新 点 群 D,,，D,:,，D,s， Doa. 

D,， 群 ， 在 D, 群 中 加 入 含有 主轴 的 对 角 镜 ΤΠ σι MK, Daa 
=DD, Xx{E,0s}， 有 2 种 新 点 群 D,s，D,4。 

S。 群 ， 以 映 转轴 为 主轴 的 点 群 ， 有 Ss，S,。Ss， 3 种 新 
点 群 。 

HEK: AT, Tr Tas 3 种 新 点 群 。 

八 面体 群 ， 有 O，0O，，2 种 新 点 群 。 

以 上 共有 32 种 晶体 学 点 群 。 

人 们 还 可 以 在 引入 量 系 的 概念 之 后 ， 在 保证 晶 系 不 变 的 前 提 
下 ， 按 对 称 性 由 低 到 高 的 顺序 ， 逐 个 晶 系 考查 究竟 有 哪些 对 称 轴 
或 对 称 面 能 够 加 入 到 定义 此 种 最 系 的 对 称 操作 上 去 ， 从 而 导出 六 
于 些 种 晶 系 的 点 群 。 于 是 : 

三 斜 晶 系 的 特征 对 称 手 为 1(C 14) 或 1(C;)， 加 入 任何 对 称 面 
或 对 称 轴 都 将 超越 此 种 特征 对 称 性 ， 所 以 三 斜 晶 系 只 有 1(C RI 
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1(C 03x 2 种 点 群 ， 

单 斜 品系 的 特征 对 称 性 为 2(C:) x 2000, 导出 的 点 群 是 
2(C,), m(C,,)ÑI2/m(C.,,); 

正 交 易 系 的 特征 对 称 性 为 三 个 互相 垂直 的 2(C,)， 导 出 的 点 . 
群 是 2220D,), mm2(C,,), mmm(D,,); 
”四 方 晶 系 的 特征 对 称 性 为 4CC,)， 导 ] 出 的 点 群 有 7 种 ; 
4(C,0,422 (D) ,4/m(C κκ) ,Smm(C,,) ,4/mmm(D,,) ,4CGS ,), 
42m(D ,2); 

三 方 品系 的 特征 对 称 性 为 3(C;)， 导 出 的 点 群 有 5 种 ， 
3 (C, 3200), 3m(C,,), 360, 3m(D,,); 
”六 方 量 系 的 特征 对 称 性 为 6(C,) 或 5(C,;)， 导 出 的 点 群 有 有 
7$ 6(00,5,622(D,5,6/m(C,,0, 6mm(C,,), 6/mmmQD,,y 
6(C,,), 6m2(D,4), 

最 后 ， 立 方 晶 系 特征 对 称 性 是 有 4 个 3(C,)， 导 出 的 点 群 有 
23(T), m3(T,), 432(0), 43m(T,) 和 m3m(O,). 

以 上 共 导 出 32 种 晶体 学 点 群 。 读 者 在 阅读 了 下 一 章 关于 B, 
系 的 讨论 之 后 ， 将 会 对 此 种 推导 方法 有 进一步 的 理解 。 

上 面 我 们 介绍 了 几 种 推导 32 种 晶体 学 点 群 的 方法 。 比 较 起 
来 ， 从 了 欧 拉 定理 出 发 ， 考 虑 到 晶 体 对 称 轴 定 理 的 要 求 ， 严 格 论证 
各 种 对 称 轴 之 间 交 角 的 可 能 取 值 ， 并 给 出 对 称 轴 组 合 的 数值 关 
系 ， 这 种 方法 是 最 为 严格 的 证 明 。 


* 


3.8 3 题 


工 )》 将 完全 相同 的 任意 三 角形 在 平面 上 一 个 挨 一 个 地 排列 起 
来 ， 可 以 排 满 整个 平面 ， 既 不 留 有 空 阶 ， 也 不 重 氨 。( 1 ) 有 哪些 
凸 多 沈 形 能 在 平面 上 如 此 排列 ? ( 2》 这些 多 边 形 可 能 有 什么 垂 
直 于 此 平面 的 旋转 轴 ? 〈3 》 将 所 得 结果 与 晶体 的 对 称 轴 定理 比 . 
较 ， 讨 论 其 意义 。 
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2) 已 知 2, 和 4, 的 操作 和 矩阵 分 别 为 


1 ο d 0-1 αἱ 
0-1 ol m 1 0 ol wmm 


0 0 -1i i 0 0 1 
{2.7{4,} 及 {4,}{2,)， 结果 说 明了 什么 ? 
3 ) 昌 ,分子 的 4 个 对 称 操作 是 什么 ?正四 方 锥 的 8 个 对 


称 操作 是 什么 ? 

4) 绘 出 10 种 对 称 要 素 的 极 射 亦 面 投 影 图 及 其 等 效 点 Ἀν, 
列 出 各 对 称 要 素 等 将 点 数 。 

5) ΖΗΗ mmmCGD,,) 所 有 可 能 的 子 群 ， 并 指出 子 群 的 阶 和 
母 群 的 阶 之 间 的 关系 。 

6) 作 点 群 32(D,) 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 排 出 它 的 乘法 表 和 
TRK. 


7) 对 于 点 群 422(D,),，(1) 设 初始 点 的 坐标 为 (ας, 5), 
请 写 出 其 它 一 般 等 效 点 的 坐标 。 (2) 若 初 始点 为 (x,x,O)， 结 
San? | 

8) 设 有 一 个 点 群 为 mam(O,) 的 物体 ，(1) 沿 [001] 
方向 受 力 变形 ， 其 点 群 变 为 什么 ? (2} ## [111] 方向 受 力 
变形 ， 其 点 群 又 变 为 什么 ? (3) 如 果 用 外 电场 消除 了 上 述 两 种 
变形 物体 的 反 演 中 心 ， 结 果 又 如 何 ? 

9) 试 导 出 二 维 情况 下 的 10 种 晶体 学 点 群 和 6 RIT IURE, 

10) 证 明 空 间 点 阵 的 点 群 一 定 是 11 种 劳 厄 群 之 一 ， 

11) 用 极 射 赤 面 投影 方法 讨论 反映 面 与 反映 曾 的 组 合 ， 以 及 
旋转 轴 与 反 演 中 心 的 组 合 ， 

12) 举例 论述 ， 旋 转轴 与 旋转 轴 的 组 合 中 ， 若 将 一 个 或 两 个 
旋转 轴 换 为 同 次 象 转 畏 ， 其 所 产 年 的 第 三 个 对 称 要 素 的 轴 次 以 及 
它 和 原来 两 个 轴 的 轴 间 角 不 变 。 


61 


4 BOR. dati dE E 


4.1 j JH dà RE 


在 第 2 章 中 ， 我 们 讨论 了 晶 胞 。 原 则 上 讲 ， 凡 是 晶体 结构 中 
的 一 个 重复 单元 ， 都 可 以 取 为 最 胞 ， 而 初 基 晶 胞 是 体积 最 小 的 重 
复 单 元 。 初 基 晶 胞 能 充分 反映 晶体 结构 的 平移 对 称 性 ， 但 没有 考 
虑 晶体 的 点 对 称 性 。 为 了 计 及 点 对 称 性 ， 人 们 常 选 取 另 一 种 可 能 
稍 大 的 晶 胞 ， 称 为 惯用 晶 胞 。 在 本 书 中 ， 如 果 不 加 以 特别 的 说 
明 ， 所 说 到 的 晶 胞 都 是 指 这 种 惯用 晶 胞 。 在 有 些 晶 体 中 ， 惯 用 唱 
胞 就 是 初 基 帅 胞 ， 而 在 另 一 些 晶体 中 ， 惯 用 晶 胞 是 一 种 非 初 dE 
EN. | 
惯用 晶 胞 的 三 个 楼 边 矢 量 称 为 晶 轴 矢量, M a, b, c. 
选取 晶 胞 的 问题 实际 上 是 如 何 选取 晶 轴 撩 量 的 问题 ， 因 为 晶 轴 矢 
量 选 定 后 ， 晶 胞 也 就 完全 确定 。 
选取 惯用 晶 胞 晶 轴 矢量 的 原则 如 下 : 
(1 )》 尽 可 能 选取 高 次 轴 方 向 为 晶 轴 矢量 方向 
(2) 晶 胞 外 形 尽 可 能 反映 空间 点 阵 的 点 对 称 性 
(3) 独立 的 晶 胞 参量 最 少 ， 并 且 尽 可 能 使 晶 轴 矢量 交 成 
直角 ， 
— (4) 在 满足 上 述 原则 的 前 提 下 ， 尽 可 能 使 晶 胞 体积 最 小 。 
对 于 一 定 晶体 ， 按 上 述 原则 选 定 最 轴 矢 量 和 惯用 最 胞 之 后 ， 
空间 点 阵 中 的 格 点 、 格 点 直线 徐 和 格 点 平面 答 均 可 在 这 种 晶 轴 矢 
量 坐 标 系 中 给 以 描述 。 此 时 ， 任 意 格 矢 可 表 为 


ΚΕ. =ma+nb + pe, (4.1). 
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它 的 端点 处 格 点 的 格 点 指数 为 [[mnp]] 或 简写 为 mnp。 形 式 上 与 
基 矢 坐标 系 中 的 表达 式 相同 ， 但 现在 的 多，? ， 了 不 一 定 是 指 

格 点 直线 答 和 格 点 平面 往 在 晶 轴 矢量 系统 中 的 描述 方法 ， 与 
其 在 基 矢 坐标 系 中 的 描述 方法 相同 ， 也 依次 称 为 线 指数 和 面 指 
数 。 当 然 ， 同 一 个 格 点 直线 往 或 同一 个 格 点 平面 答 ， 在 两 种 不 同 
的 坐标 系 中 ， 其 线 指数 或 面 指数 是 不 同 的 , 不过， 在 通常 情况 
下 ， 人 们 是 在 最 轴 矢 量 坐 标 系 中 描述 线 指数 和 面 指数 ， 它 们 和 惯 
FB SR ED. 


4 . 2 UH Pat 


前 一 章 我 们 讨论 了 32 种 晶体 学 点 群 。 这 一 结果 GRO 7276 
色色 的 晶体 就 其 对 称 人 性 而 言 ， 总 共 只 有 32 " 因此 ，32 种 点 群 
i 32 种 对 称 型 。 对 于 某 一 种 晶体 ， 一 定 属于 这 32 种 之 一 ， 而 
且 只 属于 这 一 种 。 由 此 找到 一 种 分 类 的 方法 ， 即 根据 晶体 所 具有 
° τ 将 品种 繁多 的 晶体 分 为 32 类 ， 称 为 晶 类 。 点 群 、 对 称 

晶 类 这 3 个 名 词 互 有 联系 ， 但 在 概念 上 互 有 区 别 ， 不 过 ， 在 
desse Rm TET. 人 们 常常 将 这 3 个 词 视 为 意义 相通 的 ， 
而 在 本 书 中 我 们 只 采用 点 群 这 一 个 词 。 

晶体 按 对 称 性 分 为 32 种 点 群 ， 这 是 第 一 步 的 分 类 。 人们 进 
-一 步 发 现 ， 点 群 之 间 有 革 些 相通 的 特征 。 例 如 ，3 种 四 面体 群 
和 2 种 八 面 体 群 ， (2307), m3(T,), 43m (T2, 43200), 
m3m(O,)) 都 有 4 个 3 次 加， 它们 可 以 按照 前 述 的 选取 晶 轴 矢 
量 和 惯用 晶 胞 的 原则 ， 选 用 等 轴 直 角 坐 标 系 作为 日 轴 矢量 坐标 . 
系 ， 选 用 立方 体 作为 惯用 晶 了 胞 ， 从 而 归属 为 一 个 晶 系 ， 称 为 立方 
, 晶 系 。 正 因为 这 一 原因 ， 这 5 种 点 群 通常 被 称 为 立方 点 阵 。 依 此 
类 推 ， 根 据 某 种 特征 对 称 性 ，32 种 点 群 被 归属 于 7: 种 晶 系 ， 而 
-每 种 蝇 系 有 一 定形 式 的 晶 轴 矢量 系统 和 惯用 晶 胞 ， 从 而 有 一 定 的 
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日 胞 参量 关系 。 但 是 ， 我 们 要 强调 指出 ， 决 定 晶 系 的 是 特征 对 称 
性 而 不 是 晶 胞 参量 关系 。 
现在 ,我 们 从 对 称 性 较 低 的 晶体 开始 ,讨论 如 何 选取 δὲ d κ: 
量 ， 然 后 逐步 引伸 到 对 称 性 较 高 的 晶体 ,依次 导出 7 EA SEE 
手 推 导 之 前 ， 有 必 变 先 说 一 
下 有 关 的 规则 ,这 就 是 ,对 于 
所 选 的 曲轴 矢量 坐标 系 ， 习 
惯 上 常 采用 右手 坐标 系 ， 令 
μμ RB eE a,b,c, 
p ANa, B, Y, MA 
4.1 FR., Pla, b,c 及 其 
平行 线 为 边 围 成 的 平行 六 面 
体 就 是 惯用 晶 胞 ，<a ， 上 4b， 
c, a, B, YATRBO 


图 4.1 S RE ΙΧ 


PARES. 

. (1) 三 针 晶 系 ， 当 晶体 只 有 对 称 要 素 1(C,) RIC) 
时 ， 对 称 操作 作用 于 晶 轴 和 撩 量 系统 的 结果 ， 只 是 使 整个 系统 不 变 
或 是 使 最 轴 矢 量 各 自 变 到 自身 的 反方 向 ， 因 而 对 晶 轴 矢量 的 长 度 
和 轴 间 角 没有 任何 要 求 。 因 此 ， 

a#=b=c, BEY, 

这 表明 ， 各 个 晶 轴 矢量 彼此 之 间 没 有 任何 关系 ， 所 以 对 惯用 晶 胞 . 
的 几何 形状 没有 特别 限制 。 于 是 ， 我 们 称 这 种 晶 胞 是 三 斜 的 ， 定 
义 只 有 对 称 要 素 1(C,) RIC) 的 晶体 属于 三 斜 唱 系 。 

这 里 需要 提 醋 注意 ， 符 号 “ 关 ” 应 读 为 “不 要 求 等 于 。 有 
时 ,在 实验 精度 范围 之 内 ,对 晶 胞 参量 的 测定 有 可 能 得 出 某 些 参量 
或 全 部 参量 相等 的 结果 ， 但 这 并 不 能 说 明 此 种 晶体 一 定 有 高 对 称 
注 。 多 数 情 况 下 ， 只 有 考查 了 最 胞 中 原子 排列 的 对 称 性 和 某 些 物 
理 对 称 性 之 后 ， 才 能 弄 清 楚 蝇 体 的 真实 对 称 人 性 . 我 们 一 定 要 记 
住 ， 决 定 晶体 属于 何 种 晶 系 的 根据 是 晶体 所 具有 的 特征 对 称 性 。 
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属于 三 斜 晶 系 的 点 群 有 1(C, )。IT0S ,)， 

(2) 单 侍 唱 系 ， 当 晶体 中 次 数 最 高 的 对 称 要 素 是 唯一 的 
2(C,) 或 mo 时， 我 们 通常 首先 取 2 次 轴 的 方向 为 c 轴 ， 称 
为 主轴 。 这 是 第 一 种 取 轴 方法 ， 称 为 第 一 种 定向 。 

现在 ， 我 们 来 考虑 2 次 轴 的 作用 。 不 难 证 明 ， 在 通过 原点 的 
2 次 轴 上 有 无 穷 多 个 距离 相等 的 格 点 。 我们 取 从 原点 0 到 最 近 一 
个 格 点 C 的 矢量 为 晶 轴 所 量 c， 如 图 4,2 所 示 。 现 在 ， 在 轴线 外 
取 一 个 距 轴线 最 近 的 格 点 4,， 在 2 次 轴 的 作用 下 ,4, 163] Aa 


所 以 A, 也 是 格 Δ, Pe A,A. ΠΙ 4,4, EOS SEE T eod 
矢 ， 并 且 是 这 个 方向 上 的 最 短 格 矢 .根据 周期 人 性， 必 有 OA 


平行 且 等 于 4, 个， 于 是 又 找到 一 个 格 点 4。 ΟΑΕΕ e t 
格 矢 ， 按 照 选 取 晶 轴 和 撩 量 的 原则 ， 它 可 被 选 为 晶 轴 矢量 ， 我 们 今 
它 为 a， 这 样 ， 我 们 就 找到 了 一 个 与 c 垂直 的 a。 仿 此 ， 在 QAC 
平面 之 外 取 一 个 距 此 平面 最 近 的 格 点 ， 经 2 次 轴 作 用 ， 又 可 得 另 
一 个 与 c 垂直 的 晶 轴 矢量 b。 除 此 以 外 ，2 次 轴 的 作 用 对 a, b 
铂 辣 角 没有 任何 要 求 ， 对 各 个 最 加 矢量 的 长 度 也 没有 任何 限制， 
于 是 ， 晶 胞 参量 关系 为 
a=b=c, a= P. =90° =Y. 

以 上 是 第 一 种 定向 的 情 
况 。 结 晶 学 家 也 常 采用 男 一 
` 种 取 轴 方法 ， 称 为 第 二 种 定 
|j, Hg b 为 2 IG. 
于 是 晶 胞 参量 关系 变 为 

abc, 

a=Y =90° > p, 

于 是 ， 我 们 定义 具有 最 
高 对 称 要 素 是 唯一 的 2(C ,) 
Gk πι(σ) 的 晶体 属 于 单 斜 晶 


图 4.2 2 次 轴 的 作用 结果 
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系 。 属 于 单 斜 晶 系 的 点 群 有 200, πανκ) 2/mC ,,). 

(3) 正 交易 系 ， 当 最 体 中 次 数 最 高 的 对 称 要 素 是 3 个 相互 
垂直 的 2(C:) R mo) 时 ， 同 单 斜 蝇 系 的 导出 过 程 相同 ， 可 以 . 
流出 3 ZS RE P BAS. TG. RESTE 

a=b=c, αξ B =Y =90°, 
通常 习惯 是 取 asc. 

于 是 ， 我 们 定义 具有 最 高 次 对 称 要 素 是 3 个 相互 垂直 的 
2(C,) Rmo) 的 晶体 属于 正 交 晶 系 。 属 于 正 交 晶 系 的 ARA 
222(D,), mm2(C,,0, mmm(D,,), 

(4) 四 方 唱 系 ” 当 晶 体 中 次 数 最 高 的 对 称 要 素 是 唯一 的 
4(CO RASS) ii, 我 们 取 4(C,) 或 4(S,) 的 方向 为 e 方 
向 ， 称 为 主轴 方向 

首先 ， 我 们 注意 到 对 称 操 作 4(C4)=4(S3)=2(C,)， 即 
四 次 轴 中 隐 含 有 2 次 轴 ， 于 是 由 单 斜 晶 系 的 讨论 知 a 和 5 一 定 
SERT. 

其 次 ， 我 们 看 对 称 操作 AC.) 的 作用 ， 即 绕 c 轴 转 动 90"。 
此 上 时， 一定 能 选 出 相互 垂直 的 a Mb, EKET., TE, m 
胞 参量 的 关系 为 . 

a=b+c, a= B=Y=90°, 

于 是 ， 我 们 定义 具有 最 高 次 对 称 要 束 是 唯一 的 4(C,) 或 
ASO 的 晶体 属于 四 方 晶 系 。 属 于 四 方 晶 系 的 点 群 有 4(C,)， 
422(D,), 4/m(C,,), 4mm(C,,), 4/mmm(D,,), (S0, 
42m(D,,). 

(5) xa A MERGE B. 1 44 3(C,) 时 ， 称 为 立方 蝇 
AA. ΧΡ ΛΕλ (ΤΕΒΕ MA, BS E FH sa 胞 是 一 个 立 5 
体 ，3 个 晶 轴 矢 量 的 交角 都 等 于 90^ 而 晶 轴 矢量 的 长 度 相 等 ， 通 
常 具 有 高 对 称 性 。 Eb RIT EXC AO S 
ῬΆΉΚ ἈΠΊΕΧ, — J, 318818 qi ΚΒ ΗΘ3ΣΊΗ5ΕΤ 90° 和 
最 轴 和 天 量 长 度 相 等 作为 立方 晶 系 的 定义 ， 因 为 我 们 已 经 指出 ， 决 
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定 最 系 的 是 特征 对 称 性 而 不 是 晶 胞 的 几何 外 形 ; 另 一 方面 ， 也 不 
能 认为 立方 晶 系 的 特征 对 称 性 是 有 3 个 4 次 输 ， 因 为 这 不 是 必要 
条 件 。 

前 面 我 们 曾经 证 明 过 ， 高 次 轴 的 组 合 可 以 构成 五 种 凸 多 面 
体 ， 其 中 只 有 三 种 不 违反 晶体 对 称 性 定律 ， 即 正四 面体 、 立 方 体 
和 正八 面体 。 这 三 种 多 面体 都 有 4 个 3 次 轴 ， 每 两 个 3 次 轴 之 间 
交角 都 是 109"28/16/ 7" 。 

现在 ， 我 们 需要 证 明 在 具有 4 个 3 次 困 的 空间 点 阵 中 ， 一 定 
能 选取 一 套 晶 轴 矢 量 ， 使 它们 长 度 相等 而 且 相 互 垂 直 。 首 先 要 指 
出 ，4 个 3 次 轴 在 空间 的 分 布 状 态 ， 在 任何 一 个 3 次 轴 的 作用 
下 ， 其 它 3 个 3 次 轴 将 互 换 位 置 ， 但 总 的 分 布 状 态 不 变 。 我 们 在 
任意 一 条 3 次 轴 上 ， 取 距离 原点 相等 的 两 个 格 点 ， 那 么 在 其 它 3 
次 轴 作 用 下 ， 全 部 3 次 轴 都 有 两 个 距离 原点 相等 的 格 点 。 这 8 个 
格 点 将 在 空间 排 成 立方 体 的 顶 角 ， 如 图 4.3 所 示 。 于 是 ， 我 们 看 
到 ， 确 实 从 中 可 以 选取 一 套 晶 轴 矢量 ， 使 

a=b=c, a= B=Y=90°, 

于 是 ， 我们 定义 具有 
3 个 3(C,) 轴 的 晶体 属于 
立方 品系 。 属 于 立方 晶 系 的 
点 群 有 23(T),，m3(T,)， 
432(O), 43m(T,)， 和 m3m 
(Oa). 

(60 “72 δ £ # ZZ 

晶 系 ”现在 我 们 来 看 具有 唯 . 
一 高 次 办 CORES), 4.3 立方 晶 系 的 晶 轴 矢量 
以 及 具有 唯一 高 次 轴 SC.) RISO 的 情况 ， 前 者 是 IPSA 
系 ， 后 者 是 三 方 晶 系 。 我 们 特意 将 这 两 种 晶 系 放 到 最 后 来 讨论 ， 
是 因为 它们 的 有 些 概 念 容易 混淆 

我 们 先 来 讨论 六 方 晶 系 。 按 定义 ， 这 种 晶 系 具有 了 唯一 的 高 次 
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轴 6(C。) 或 5(S,)。 注 意 ， 我 们 在 这 里 碰 到 一 个 概念 上 的 因 
难 ， 即 6 次 象 转 轴 等 效 于 3 次 映 转 轴 ， 那 5. 有 只有 6(S,) 的 晶 
系 究竟 应 划 归 六 方 晶 系 还 是 三 方 晶 系 呢 ? 和 公 兴 的 办 法 是 按 国 际 符 
号 将 它 划 归 六方 晶 系 。 

六 方 晶 系 晶 轴 矢量 的 选取 并 不 困难 。 按 照 和 其 它 晶 系 相 同 的 
讨论 ， 不 难 导 出 晶 轴 矢量 之 间 的 关系 如 下 : 

αξύπον a= B =90°, ΥΞ1205, 

属于 六 方 晶 系 的 点 群 有 ; 6(C,), 622(D,), 6/m(C,;,), 
6mm(C,,0, 6/mmm(D,,), 6(C,,) 和 6m2(D, |). 

(á 48) 在 六 方 晶 系 晶 轴 矢量 的 

' 选取 上 ， 我 们 从 图 4.4 上 看 

到 ， 除 了 a 和 8 之 外 ， 还 有 
一 个 ~-(a+ b) iE E rm 
a, b 1 *, Bja, b 的 交 
角 也 是 120* , 3x3 ^ #h 
, 在 一 个 平面 上 ,完全 等 
a . 价 。 有 时 为 了 方便 ， 令 
d=-(a+b) # Y 35 — 
个 晶 轴 矢量 ， 于 是 有 4 个 晶 
Hki a, b, d, c, XRAM ARKALAR. M 
然 ， 前 3 个 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 另 外 还 有 一 点 必须 注意 的 是 ， 
六 方 晶 胞 仍然 是 由 a, b, c 及 其 平行 线 围 成 的 平行 六 面体 。 有 
时 为 了 方便 ， 将 d 引入 画 成 一 个 六 方 柱 体 。 但 不 要 误 认 为 六 方 晶 
胞 是 六 方 柱 体 。 

现在 来 讨论 三 方 晶 系 。 我 们 定义 具有 单一 的 3(C ,) 或 50S。) 
轴 的 晶体 属于 三 方 晶 系 。 这 里 也 有 关于 3 GO 的 概念 性 El 难 。 
由 于 三 方 晶 系 的 晶 轴 矢量 系统 可 以 选 成 与 六 方 晶 系 相同 的 最 轴 矢 
量 系统 ， 因 而 曾 有 人 主张 将 三 方 晶 系 视 为 六 方 晶 系 的 特殊 情况 而 
不 作 单独 处 理 。 但 我 们 还 是 将 它们 分 开 处 理 ， 即 认为 有 一 个 独立 
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图 4.4 六 方 晶 系 的 最 轴 矢 量 
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的 三 方 晶 系 和 一 个 独立 的 六 方 晶 系 ， 这 是 目前 大 多 数 人 所 采用 的 
ΤΊΣ. 

三 方 晶 系 的 晶 轴 矢量 系统 有 两 种 。 一 二 :二 取 或 与 六 方 晶 系 相 
同 的 晶 轴 矢量 系统 ， 由 此 得 到 的 易 胞 ， 称 为 三 方 晶 胞 ， 另 一 种 是 
按 葵 形 晶 胸 取 晶 轴 矢 量 系 统 。 这 里 要 说 明 ， 虽 然 按 前 一 种 方法 取 
成 与 六 方 晶 系 相同 的 晶 轴 矢量 系统 ， 从 而 有 与 六 方 晶 胞 外 形 相同 
的 晶 胞 ， 但 并 不 等 于 这 种 晶体 属于 六 D δὲ 系 ， 因 为 决定 晶 系 的 
是 特征 对 称 性 而 不 是 晶 胞 的 形状 ， 

菱形 最 胞 的 晶 轴 矢量 是 这 样 选取 的 ， 在 其 空间 点 阵 中 到 一 个 
与 3 次 轴 不 平行 的 最 短 格 和 撩 qa， 在 通过 原点 的 3 次 办 的 作用 下 ， 
可 以 得 到 3 个 和 烙 矢 ,它们 相互 交 成 等 角 , 长 度 相 等 ， 并 且 都 和 3 次 
轴 交 成 等 角 。 取 这 3 个 格 矢 为 g，5，c， 则 得 晶 轴 矢量 之 间 关 系 

a=b=c, a- B=), 
FLUE S ΠΗ θῇ E B BD 7S 3576 S. 

属于 三 方 晶 系 的 点 群 有 ， 3(C0,0, 32(D,), 3m(C,,), 
3C65,) 和 3mCGD, D. 

以 上 我 们 导出 7 种 晶 系 。 表 4.1 给 出 7 种 晶 系 的 有 关 资 料 。 


4.3 A # ΠΣ 


B SE PSS iB H, ARAPERA S, MARASMA 
夫 利 符号 。 现 在 ， 在 介绍 了 惯用 晶 胞 和 晶 系 之 后 ， 我 们 可 以 对 点 
群 的 符号 作 较 详细 的 介绍 了 。 | 

前 面 对 熊 夫 利 符号 曾 做 过 一 些 零星 的 介绍 ， 现 在 我 们 来 总 结 
一 下 。 最 简单 的 是 循环 群 符号 C,， 此 处 n=1,2,3,4,6。 如 果 垂 
直 于 主轴 还 有 2 次 轴 ， 那 么 就 用 符号 DD,， 这 是 二 面体 群 。 如 果 
以 上 两 类 点 群 再 加 上 一 个 os 面 ， 点 群 符 号 分 别 是 Cs 和 D,;。 
如 果 在 C。 上 加 一 个 或 一 个 以 上 z, 9E C... TED, 上 加 
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σι, FADARE D. HS, GXCO, δι, S, 是 ,型 点 
群 ， 它 只 有 对 称 操作 3 ,。 最 后 ， 立 方 点 群 的 符号 有 些 特殊 ， 其 
中 是 四 面体 旋转 群 ，O 是 八 面体 旋转 群 。T 是 由 T 加 上 反 演 
nop C, 而 得 到 的 点 群 ， 护 群 的 乘法 可 表 为 T,-TXC,. fW. 
0O;= OxC,。 最 后 一 个 了 ，， 是 O, 中 不 含 反 演 中 心 的 子 Ff R 
#, Τ.,-ΤκΙΕ.σ.}. 

现在 ， 我 们 再 来 介绍 国际 符号 。 由 单一 的 对 称 要 素 构 成 的 点 
群 ， 它 的 符号 与 对 称 要 素 的 符号 相同 。 问 题 是 那些 由 多 个 对 称 要 
素 构 成 的 点 群 ， 如 何 用 国际 符号 来 表示 ? 对 于 这 些 点 群 ， 虽 然 每 
一 个 点 群 中 包含 许多 对 称 要 素 ， 但 为 了 表示 它 ， 并 不 需要 列 出 它 
的 全 部 对 称 要 素 ， 而 只 要 选 出 几 个 特征 方向 的 对 称 要 素 就 可 以 
了 。 这 种 特征 方向 最 多 只 要 3 个 ， 有 些 曲 系 只 要 两 个 或 一 个 。 各 
晶 系 的 特征 方向 如 表 4.1 所 列 ， 

一 般 说 来 ， 取 晶体 的 主轴 为 第 一 个 特征 方向 ， 取 与 此 垂直 的 
其 它 方向 为 第 二 和 第 三 特征 方向 。 三 斜 晶 系 没 有 对 称 轴 ， 单 斜 晶 
系 只 有 唯一 的 2 次 轴 ， 它 们 只 需要 一 个 特征 方向 。 三 方 晶 系 有 两 
个 特征 方向 。 最 重要 的 例外 是 立方 晶 系 ， 它 的 特征 对 称 轴 是 3 次 
轴 ， 但 被 规定 为 第 二 特征 方向 。 例 如 ， 点 群 0; 简略 的 国际 符号 
为 m3m， 表 示 [001] 方向 有 垂直 的 反映 面 ， [111] 方向 有 3 次 
轴 ， [110] 方向 有 垂直 的 反映 面 。 如 果 将 特征 方向 上 的 对 称 要 


素 全 部 给 出 ， ΠΗΕ552, 称 为 完全 的 国际 符号 。 


国际 符号 的 优点 在 于 ， 从 国际 符号 出 发 ， 可 以 导出 这 一 点 群 
的 全 部 对 称 要 素 和 对 称 操作 。 现 以 43m 为 例 ， 并 利用 极 射 亦 商 投 
影 图 来 看 一 看 如 何 推导 的 过 程 。 这 个 点 群 3 个 特征 方向 上 的 对 称 
要 素 在 极 射 赤 面 投影 图 上 的 位 置 如 图 4.5(a)， 图 中 粗 线 代 表 反 映 
面 ， 其 法 线 的 极点 为 m[110]。 现 在 ， 用 已 知 的 3L111] 旋转 轴 进 
行 对 称 操作 ， 于 是 ，4[001] 变 换 到 4Γ1001 和 4[0101，m[I101 变 
换 到 m[011] 和 m[101] (以 此 为 法 线 的 反映 面 是 左 侧 和 下 {| 的 粗 
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RIO 。 然 后 ， 再 用 4[001] 轴 进行 对 称 操 作 ， 又 得 到 其 余 几 个 
3 次 轴 和 3 个 反映 面 ， 结 果 如 图 中 (ce) 所 示 。 此 后 ， 再 用 任何 
对 称 要 素 进行 对 称 操作 ， 不 再 出 现 新 的 对 称 要 素 。 于 是 ， 我 们 导 
出 43m 的 全 部 对 称 要 素 为 35 ,4C,6c。 最 后 ， 如 果 任 意 取 一 点 为 
初始 点 ， 经 过 对 称 要 素 的 对 称 操作 ， 立 即 可 得 43m 的 24 个 一 般 
等 效 点 ， 如 图 中 (d) 所 示 ， 这 就 是 43m 点 群 的 阶 。 

4[016]. 


4.5 由 43m 的 特征 对 称 要 素 导 出 
全 部 对 称 要 素 和 一 般 等 效 点 系 


点 群 的 能 夫 利 符号 和 国际 符号 各 有 优 缺 点 。 前 者 比较 系统 , 
与 坐标 轴 取 向 无 关 ， 但 空间 图 象 不 易 想 象 ， 后 者 图 象 容易 想象 ;， . 
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但 与 坐标 轴 取 向 有 关 。 


4.4 一 般 等 效 系 和 特殊 等 效 系 


在 引入 晶 轴 矢量 之 后 ， 通 常 总 是 采用 晶 轴 矢量 坐标 系 来 描述 
点 、 线 、 面 ， 这 是 因为 晶 轴 矢量 系统 能 很 好 地 反映 点 群 对 称 性 ， 
从 而 方便 我 们 考虑 点 对 称 性 对 这 些 点 、 线 、 面 的 作用 效果 , 

前 面 曾经 讨论 过 一 般 等 效 点 系 ， 即 任 取 一 个 一 般 点 作为 初始 
点 ， 那 么 在 点 群 对 称 操作 的 作用 下 ， 将 得 到 一 系列 等 效 点 ， 组 或 
一 个 一 般 等 效 点 系 ， 而 其 等 效 点 数 等 于 点 群 的 阶 ， 

现在 ， 我 们 再 稍为 具体 地 讨论 一 下 这 个 问题 。 设 有 一 点 ， 其 
位 矢 为 


r=xa+yb+ze (4.2) 


则 该 点 的 点 指数 为 Yyz。 于 是 ， 对 称 操作 的 作用 表现 为 点 指数 的 
变化 。 

例如 ， 考 虑 点 群 4/m(C,，)， 这 是 四 方 晶 系 的 一 个 8 阶 群 ， 
它 的 8 个 对 称 操作 为 {1,4,4? ,4 ,i,4,m,4’}， 或 (E, C,,Ci, 
C1,91,81,0,8, ) Bi CHUENE, gH 
ΔΕΣ EFI — 一 般 点 xyz， 即 可 求 得 全 部 一 般 等 效 点 的 点 指 
数 。 例 如 


0 -1 0][ x ]f — y 
{4[001]j(xyz)=|1 o 0] y] x|sGx2. (4.3) 
0 ο 1)j2] z 


此 处 4[001] 表示 [001] 方向 的 4 次 轴 。 其 余 依 此 类 推 ， 最 后 
求 得 8 个 点 为 
XYZ, YXZ Xy7, να 
Kyz, YEZ, XYZ, yXf, 
实际 上 ， 这 也 是 8 个 对 称 操 作 的 琼斯 符号 。 
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现在 ， 如 果 我 们 将 初始 点 取 在 某 个 对 称 要 素 上 ， 等 效 点 数 将 

减少 .比如 取 在 反映 面 上 ， 点 指数 为 xy0， 于 是 得 4 个 等 效 点 为 
xy0, yx0, xy0, ναῦ, 

这 是 特殊 等 效 点 系 。 如 果 取 在 4 次 办 上 ， 点 指数 为 00z， 于 是 等 

效 点 减 为 两 个 。 如 果 取 在 反 演 中 心 上 ， 点 指数 为 000， 于 是 等 效 

点 减 为 一 个 。 这 些 也 都 是 特殊 等 效 点 系 。 

在 这 个 例子 中 我 们 看 到 ， 特 珠 等 效 点 系 的 等 效 点 数 是 成 倍数 
下 降 的 ， 而 这 个 倍数 就 是 等 效 点 所 在 位 置 的 对 称 要 素 的 重复 点 
数 。 肥 映 面 的 重复 点 数 为 2，4 次 轴 的 重复 点 数 为 4 。 但 要 注意 ， 
这 里 的 反 演 中 心 实 际 上 是 反映 面 和 4 次 轴 的 交点 ， 所 以 此 处 的 重 
复 点 数 是 2 x 4 = 8，。 

从 原点 引出 的 直线 代表 着 一 个 方向 ， 这 种 方向 在 点 群 对 称 操 
作 的 作用 下 也 将 导出 一 组 等 效 方向 ， 称 为 等 效 方向 系 。 一 组 格 点 
直线 族 有 正 反 两 个 方向 ， 用 相差 负 号 的 线 指数 表示 ， 称 为 方向 指 
数 。 如 果 等 效 方向 系 中 一 个 方向 的 方向 指数 为 [4vw]， 则 等 效 方 
向 系 用 符号 《xpw》 表示 ， 这 里 用 的 是 尖 括 号 。 例 如 在 点 群 mm 
(Οἱ) 中， 如 果 某 个 方向 指数 为 [uvw]， 3 个 指数 互 不 相 等 E. 
均 不 为 零 ， 即 为 一 般 方 向 ， 则 其 等 效 方向 系 指数 为 (kow， 代 表 
着 48 个 等 效 方向 ， 这 称 为 一 般 等 效 方向 系 。 这 48 个 方向 是 这 样 得 
出 的 ， 在 点 群 m3m(O;) 的 对 称 操作 作用 下 , 3 个 方向 指数 将 发 生 
位 置 互 换 和 符号 变化 ， 共 有 48 个 ， 所 以 有 48 个 等 效 方向 。 如 果 方 
向 沿 某 个 对 称 轴 或 者 在 某 个 对 称 面 内 ， 则 等 效 方向 数目 将 成 倍 地 
减少 ， 这 叫 特殊 等 效 方 向 系 。 例如， 点 群 m3m(O,) 中 ，《uo0) 在 
对 称 面 内 ， 等 效 方向 减 为 24 个 ; (4005 ERRADA, 58377150 
减 为 6 个 。 其 它 依 此 类 推 。 

对 于 晶 面 也 类 似 地 可 以 导出 一 般 等 效 晶 面 系 和 特殊 等 效 晶 面 
系 。 等 效 晶 面 系 的 符号 是 用 大 括号 ， 如 果 某 个 晶 面 指数 为 (hki )， 
则 等 效 晶 面 系 的 符号 是 {hki}， 

等 效 晶 面 系 的 应 用 之 一 是 对 晶体 外 形 的 讨论 。 对 于 一 定 的 点 

74 


群 对 称 性 ， 一 个 最 面 在 其 对 称 操作 作用 下 得 到 的 一 组 等 效 最 面 称 
为 一 个 单 形 。 由 一 般 等 效 晶 面 系 构成 的 单 形 称 为 一 般 单 形 ， 由 特 
殊 等 效 晶 画 系 构成 的 单 形 称 为 特殊 单 形 。 一 个 单 形 能 构成 空间 财 
合 多 面体 的 称 为 闭 形 单 形 ， 若 不 能 构成 空间 闭合 体 的 则 称 为 开 形 
单 形 。 一 个 具体 的 晶体 外 形 如 果 由 几 个 单 形 构成 ， 则 称 为 率 形 . 
显然 ， 开 形 单 形 必 须 和 其 它 单 形 结合 成 聚 形 ， 才 能 构成 实际 的 晶 : 
体外 形 . 

现 以 点 群 m3m(O,) 为 例 ， 讨 论 它 可 能 具有 的 单 形 。 一 般 说 
来 ， 等 效 晶 面 {hk1} 中 3 个 指数 彼此 互 不 相等 且 均 不 为 零 ， 由 此 
导出 一 个 由 48 个 面 围 成 的 一 般 单 形 ， 称 为 六 八 面体 ， 用 {321} X 
示 。 此 外 ， 还 有 6 种 特殊 单 形 ， 它 们 是 四 六 面体 {210}， 三 角 三 


( eY[1011 (JINI) Cg) (100 ! 
图 4,6 AR mim(O,MS 7 种 单 形 
八 面体 {221}， 四 角 三 全 面体 {112}， 十 二 面体 {101}， 正 八 面体 
{111} 和 立方 体 {100}。 这 7 种 单 形 依次 如 图 4.6(a) 一 (g) 所 示 。 
其 它 点 群 的 单 形 可 以 依 此 类 推导 出 。32 种 晶体 学 点 群 共 可 导 . 
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H 146 种 单 形 ， 不 过 其 中 有 些 是 外 形 相同 而 对 称 性 不 同 的 。 如 时 
只 看 外 形 ， 则 有 47 种 ， 称 为 47 种 单 形 。 MRE 给 出 属于 32 AGE 
的 146 种 单 形 总 表 以 及 外 形 不 同 的 47 种 单 形 图 示 。 这 些 单 形 中 ， 
有 一 些 是 开 形 的 ， 不 能 由 它 单一 地 构成 晶体 外 形 。 不 过 ， 闭 形 单 
形 也 常常 和 其 它 单 形 结合 成 育 形 ， 结 合成 一 个 聚 形 的 各 个 单 形 ， 

都 必须 属于 同一 个 点 群 ， 
最 后 ， 需 要 说 一 下 六 方 最 系 和 三 方 最 系 中 等 效 晶 面 的 表示 方 
(1010) 法 。 六 方 晶 系 采 用 的 晶 轴 矢量 坐 


_ 标 系 称 为 六 角 坐 标 ， 因 为 a Τι ὃ 
{4110) (100 交 成 120。 角 ， 三 方 晶 系 有 时 也 
/ NN ΤΗ ΑΡΗ, ERR 
系 中 ， 有 些 等 效 面 不 容易 表示 清 

N AM 楚 。 例 如 ， 在 点 群 刀 ,中 ， 
(100) , (00, (10, 


C 1010) E (100 , (010 , GIO 等 
图 4.7 六 角 坐 标 系 的 水 平 截 面 6 个 面 是 等 效 量 面 ， 但 从 它们 的 
指数 上 看 不 出 规律 性 。 图 4.7 所 示 是 六 角 和 坐标 系 的 水 平 截面 ， 原 
因 就 在 于 实际 上 还 存在 一 个 与 a, b 等 效 的 d Bh 
d --(a-«b), mE (4.4) 


现在 ， 我 们 将 d 引入 ， 组 成 4 轴 坐 标 。 这 时 ， 用 4 个 指数 写 出 
上 述 6 个 面 的 指数 ， 如 图 中 所 示 ， 就 看 出 前 3 个 指数 可 以 相互 交 
换 的 关系 .一般 情况 下 ， 晶 面 指数 {hki1} 中 前 3 个 数 可 以 交换 和 
变 号 ， 但 不 能 和 第 四 个 数 交 换 ， 而 且 由 于 (4.0 式 的 关系 ， 前 
3 个 指数 必 有 以 下 关系 

h+k+i=0, (4.5) 
因此 ， 前 3 个 指数 只 能 同时 变 号 ， 于 是 4,h,i 交换 有 6 种 ， 同 时 
变 号 有 2 种 ， 1? 变 号 有 2 种 ， 所 以 等 效 数 为 6x2x2= 24; 等 于 
Dea 的 阶 。 
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4.5 布 喇 菲 点 阵 


前 面 关于 唱 系 的 讨论 ， 使 我 们 了 解 到 所 有 晶体 都 按 其 点 对 称 
性 特征 分 属于 7 种 晶 系 ， 而 每 种 晶 系 有 一 套 惯 用 的 晶 轴 矢量 和 最 
胞 ， 惯 用 晶 胞 的 每 个 顶 角 都 有 一 个 格 点 ,这 是 毫 无 疑问 的 。 那 么 、 
除了 顶 角 以 外 ， 是 否 还 可 以 加 进去 一 些 格 点 而 不 破坏 它 的 对 称 性 
特征 呢 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 问题 。 
首先 ， 我 们 看 到 每 一 个 晶 系 都 有 一 个 只 在 顶 角 上 有 格 点 的 简 
单 晶 胞 ， 它 在 空间 的 延伸 构成 简单 点 阵 ， 用 符号 “已 ” 表示。 
其 次 ， 我 们 考虑 在 简单 晶 胞 上 增加 格 点 的 可 能 性 。 由 于 新 加 
的 格 点 必须 满足 空间 点 阵 的 平移 对 称 性 条 件 ， 而 且 不 能 破坏 点 对 
称 性 特征 ， 所 以 它 只 能 加 在 以 下 一 些 位 置 上 ; (1) ΜΜΑ 
E, HERE «IU 表示 (2) 晶 胞 的 单 面 心 上 ， 用 符号 “4 
«Β» ϱὲ «Ὁ» 表示 ， 《3 ) 晶 胞 的 全 部 耐心 上 ， 用 符号 «UU 
Ama (4) 三 方 晶 系 晶 胞 的 特殊 位 置 ， 用 符号 “R” 表 示 。 前 3 
种 加 心 都 不 难 理 解 ， 按 晶 轴 矢量 系统 也 不 难 写 出 它们 的 格 点 指 
数 ， 只 有 第 四 种 用 于 三 方 晶 系 的 尺 心 较为 特殊 。 这 种 民心 的 实际 
意义 在 于 ,三方 晶 系 的 惯用 晶 胸 与 六 方 晶 系 的 惯用 晶 胞 相同 ， 而 
R 心 的 加 入 将 使 它 转变 汶 凌 形 点 阵 ， 从 中 可 以 取出 装 形 晶 胞 。 
现在 ， 我 们 逐一 考虑 各 个 晶 系 的 情况 。 
(1) 三 针 晶 系 ， 它 的 特征 对 称 性 是 没有 对 称 性 或 只 有 对 称 
心 ， 对 晶 胞 的 选取 没有 限制 ， 因 此 ， 无 论 在 什么 地 方 加 入 新 的 格 
点 ， 总 可 以 另外 选 出 一 个 更 小 的 晶 胞 。 所 以 ， 三 斜 晶 系 只 有 一 种 
晶 胞 ， 即 简单 晶 胞 己 。 
2) ŽARA ”图 4.8 所 示 是 单 斜 晶 系 有 心 化 的 几 种 情 
况 ， 这 里 ， 我 们 采用 第 一 种 定向 ， 将 2 次 轴 取 作 e 方向 。 从 图 中 
AH, ECE (HU ab 面 》 有 心 化 不 能 得 到 新 的 结果 ， 因 为 可 以 
另外 取 一 个 简单 晶 胞 而 不 违反 单 斜 晶 系 的 条 件 ， 所 以 我 们 说 C 一 
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P. ΙΙ, BE (Εμ ca 面 ) 的 有 心 化 是 新 的 点 阵 ， 因 为 从 中 W 
不 出 满足 单 斜 条 件 的 简单 晶 胞 . A i OD be 面 ) 的 有 心 化 也 是 
新 的 点 阵 ， 不 过 它 和 也 面 加 心 等 价 。 通 常 的 习惯 是 重新 选取 晶 础 
矢量 ， 使 它 成 为 8 面 心 ， 至 于 其 它 几 种 有 心 化 情况 ， 可 以 证 明 有 
IB, FB, 于是， 单 斜 晶 系 有 两 种 是 胞 ， 简 单 晶 胞 和 单 面 
DAEB. 


(c) ΒΑΕ 


图 4.8 单 斜 最 胞 有 心 化 的 几 种 情况 

(3) 正 交易 系 对 于 正 交 晶 系 ， 体 心 、 单 面 心 和 全 面 心 都 
是 新 的 点 阵 ， 不 过 单 面 心 4，B，C 可 以 通过 重新 选 轴 而 使 之 并 
为 一 种 ， 通 常 是 取 C 。 于 是 , 正 交 晶 系 有 ΑΒΗ. Ρ,Ο,Ι,Ε, 
(4) WX AA 在 四 方 蝇 系 中 ,不 能 有 4 心 或 了 B 心 ,因为 违 
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反 它 的 特征 对 称 性 ， 加 了 心 的 是 一 个 新 的 点 阵 , 而 5 一己 一 7 
FURRA KH mE: P, L. 

(5) 立方 晶 系 在 立方 晶 系 中 ， 不 能 有 单 面 心 ， 因 为 它 将 
破坏 3 次 轴 对 称 性 。 加 体 心 和 全 面 心 都 是 允许 的 ， 由 此 得 到 两 种 
新 的 点 阵 。 所 以 ， 立 方 晶 系 有 3 fhm: P, I, F. 

(6) AG di ἎλεΞ.7 πη dA o 这 两 种 晶 系 具有 相同 的 简单 电 
胞 CGa=b=c, ο-β-905, Υ-1205), ΗΒ ΠΠ ΤΣΗ 855, 
在 图 4.9(a》 中 ， 我 们 画 出 4 个 简单 晶 胞 的 正 投影 图 。 图 (bo 给 


出 几 种 加 心 的 情况 。 首先， RAEE + 0 位 置 加 心 的 底 心 情 
况 ， 这 时 ，6 次 轴 和 3 次 轴 对 称 性 都 被 破坏 了 ， 实 际 上 变 成 了 正 


交易 系 ， 如 图 中 虚线 所 示 。 如 果 在 面 心 上 加 心 ， 如 图 中 “x?” 位 
置 ， 它 也 将 变 为 正 交 易 系 。 在 体 心 上 加 心 也 造成 对 特征 对 称 性 的 


(b) . (c) 
x 表示 c/2 高度 


图 4.9 六 方 点 阵 中 不 可 行 的 加 心 
破坏 ， 所 以 ， 接 其 它 晶 系 加 心 的 方法 ， 得 不 到 新 的 点 阵 。 不 破坏 
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特征 对 称 性 的 一 种 加 心 方法 如 图 4.9(c)， 在 : 了 0 和 2 lo 两 


个 位 置 加 心 。 这 时 ， 原 有 的 特征 对 称 性 得 到 保持 ， 但 实际 上 它 不 
是 新 的 点 阵 ， 因 为 从 中 可 以 另外 取 一 个 更 小 的 简单 最 胞 ， 如 图 中 
虚线 所 示 . 


行 的 加 心 方法 是 在 土生 242 ΓΙ 
可 行 的 加 心 方法 是 在 椰子 全 和 守卫 | 成 表 为 二 (和 二 ) 


两 个 位 置 上 加 心 ， 于 是 得 到 图 4.10 所 示 的 新 点 泗 。 不 过 ,这 种 后 
涟 没有 6 或 6 轴 ， 但 有 3 轴 ， 应 属于 三 方 晶 系 ， 实际 上 ，、 这 是 三 
方 晶 系 中 的 蓉 形 点 阵 ， 从 中 可 以 选 出 一 个 鞭 形 晶 胞 ， 而 且 这 种 鞭 
形 晶 胞 是 初 基 的 。 这 种 鞭 形 点 阵 用 “ 尺 ” 表 示 。 


a 


(a) (5) 


| 
1 
l 
I 
l 
i 
1 
' 
1 
i 


=m w m fa s Pn m, ” “sh 


DERE, (ῷ “ ggg P 
图 4.10 六方 点 阵 中 可 行 的 加 心 | 
于 是 我 们 看 到 ， 六 方 晶 系 只 月 一 种 简单 晶 胞 已 ， 三 方 晶 系 除 
了 有 同 六 方 晶 系 中 相 局 的 简单 晶 胞 己 之 处 ， 还 有 凌 形 晶 胞 尺 。 当 
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5, ο ο... 包 ， 符 号 仍 
AR, UATHA als p. 这 是 晶体 结构 分 析 工 作 常 采用 的 方 
o ROPA dtt R BAL, 


姜 形 点 阵 中 双 心 位 置 除了 刚才 说 的 士 (了 二 二) 之 外 ,还 可 以 
是 证 ( 二 2 二), 前 者 称 为 正定 向 ,后 者 称 为 反 定 向 ,后 者 相对 于 前 


ZT 180’, 图 4.10(c) 和 (d) 是 正定 向 和 反 定 向 的 立体 图 示 。 


A 
图 4.11 3 58 Πτι Ὁ Ba a ΖΙΒΙΗΗΣ κ 
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现在 ， 我 们 来 讨论 三 方 晶 系 中 凌 形 晶 胞 和 双 心 晶 胞 之 间 的 关 
R. 在 图 4.11 rh, (a) 为 9 个 双 心 晶 胞 的 正 投 影 图 ， 图 中 加 心 点 
都 标 出 了 它们 的 高 度 , 取 ΑΠΛΑ, AA 到 3 个 最 近邻 点 δ, 
D, F 格 矢 为 鞭 形 晶 胞 的 基 矢 a,,。,,c,， 由 此 作出 菱形 晶 胞 如 
图 (b) 所 示 ， 而 此 菱形 晶 胞 沿 3 次 轴 方 向 的 投影 如 图 (c) 所 示 。 

令 双 心 晶 胞 的 晶 轴 矢量 为 a;，65;，c,。 此 处 ， 我 们 用 下 IR 
r UR ESUESANS,. h 代表 双 心 晶 胞 。 根 据 图 4.11， 可 以 写 出 它们 
之 间 的 关系 为 


^ 2 1135 Ὶ 
k | 3 33 “| 
| 1 11 | 
LaL (4.6) 
| | 
e l-4 21 < | 
v 72 3 3 3j A j 

[αι 1 -1 jo. 

1b, |= 1-1 区 . (4.7) 

ο, 1 1 Τῆς, | 


这 两 个 变换 抑 阵 互 为 着 矩阵 ， 即 它们 之 积 为 单位 矩阵 。 

对 于 空间 一 点 的 坐标 ， 如 果 要 从 一 种 坐标 系 变换 到 另 一 个 坐 
标 系 ， 那 么 变换 矩阵 就 是 上 述 两 个 矩阵 的 转 置 道 矩阵 。 令 (4.6) 
和 (4,7) 式 的 变换 矩阵 依次 为 了 和 了-: ， 则 有 


x, ! [^ 
y. I T- yah (4.8) 
ELEME Za 
Xa | X. ] 
ys l= Ti y, | (4.9) 
|z, | iz, i 
班 证 明 如 下 ， 对 于 空间 一 点 ， 其 位 矢 是 不 变 的 ， 即 
x,a,t y,b,t2,c, -x,a, + y, b, Ἑ z,C,, (4.10) 
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于 是 写成 矩阵 形式 有 


[α, [αι a,] 
[κ y 2,1; b, |7 [x4 4241] sene l 
ιο, ] c, c, | 
(4.11) 
所 以 
[x,y,z,]=[x, ων (4.12) 


REER 4.8 。 然 后 ， 用 址 和 矩阵 乘 式 (4.8) mn, miT? 
= 了 为 单位 矩阵 ， 于 是 得 式 U.D. 

现在 ， 将 式 (4,8) 和 (4.9) 具体 写 出 来 ， 即 得 空间 一 点 在 
菱形 坐标 系 中 的 坐标 和 在 六 角 坐 标 系 中 的 坐标 之 间 转 换 关 系 为 


X, 1 0 dM 
y.j)-|-1 1 || ya |, (4.13) 
i 


2, | 0 —1 1 δι 1 

/ 3 
DERI 
1 1 2 ` | 

53 373 Y (79 

.| | 

nol oi 1 
Vbi ` 3 3 ΕΙΣ, 


以 上 转换 关系 ， 在 讨论 三 方 晶 系 空间 群 问题 中 经 常 需 要 用 
到 ， 因 为 三 方 晶 系 中 的 凌 形 点 阵 也 常 被 从 中 选 出 一 个 双 心 晶 胞 来 
讨论 ， 俯 视图 中 给 出 的 坐标 通常 也 是 六 角 坐 标 系 中 的 。 

以 上 对 各 晶 系 的 讨论 ， 共 得 到 14 种 形式 的 晶 胞 ， 也 就 是 有 
14 种 空间 点 阵 。 如 果 只 考虑 点 阵 ， 这 些 点 阵 就 被 称 为 布 喇 非 点 阵 
或 布 喇 非 格子 ，14 种 惯用 晶 胞 就 称 为 布 喇 非 晶 胞 。 

需要 指出 ， 布 喇 非 点 阵 是 脱离 了 物理 实体 的 空间 点 阵 ， 因 而 
它们 所 具有 的 点 对 称 性 是 各 晶 系 中 对 称 性 最 高 的 点 群 。14 种 布 喇 
菲 点 阵 所 具有 的 点 对 称 性 共有 169,0, 2/m(C,,),mmm(D,,), 
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4/rimm(D,4,), 3mGD,,), 6/mmm(D,,) ΤΠ m3mn(O,)d5 7 fh, 
而 这 7 种 点 对 称 性 正好 是 7 种 最 系 中 对 称 性 最 高 的 点 群 。 不 过 ， 
三 方 曼 系 有 些 特 殊 ， 它 的 惯用 晶 胞 除了 尺 量 胞 之 外 还 有 成 晶 胞 ， 


EP 


ZEPD) 


EXP To) 
ERIR) EZF rÍ) 
三 方 R( Da) 


m 
a 


33 PCT.) XA IIT) 立方 F( PÍ) 


4.12 14 8b mel E Fa Ba 
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但 乙 晶 胞 的 布 喇 菲 点 阵 却 其 有 6/mmmCD,,). 的 点 对 称 性 。 这 只 
有 在 引入 基 元 〈 物 理 实体 ) 之 后 才能 真正 识别 它 所 属 的 晶 系 ， 

因此 ， 这 里 有 一 个 问题 需要 强调 一 下 。 晶体 的 点 群 和 晶 系 都 
是 在 实 实 在 在 的 物理 实体 基础 上 划分 的 ， 前 面 讨论 各 晶 系 可 能 具 
有 什么 样 的 惯用 晶 胞 过 程 中 ， 虽 然 说 的 是 点 阵 ， 但 实际 上 仍然 是 
物理 实体 的 划分 。 如 果 仅 只 考 虚 点 阵 ， 那 么 三 方 晶 系 中 与 六 方 最 
” 胞 外 形 相同 的 三 方 晶 胞 就 不 复 存在 ， 因 为 它 的 点 阵 具 有 6 次 对 称 
性 ， 它 将 变 成 六 方 章 系 。 可 见 ， 如 果 仅 只 考虑 点 阵 ， 三 方 晶 系 就 
只 有 一 种 晶 胞 ， 即 菱形 晶 胞 丸 。 外 形 相同 的 六 方 晶 胞 和 三 方 晶 驳 
只 有 在 考虑 了 基 元 〈 物 理 实 体 ) 的 对 称 性 之 后 才能 区 别 开 来 ， 前 
者 的 基 元 应 有 6 或 5 对 称 性 ， 后 者 的 基 元 应 有 3 或 3 的 对 称 性 。 

4.12 M 种 布 喇 非 晶 胞 的 图 示 ， 括 号 内 是 布 喇 非 点 阵 的 
能 夫 利 符号 . 这 14 种 布 喇 菲 晶 胞 有 7 种 是 初 基 的 ， 另外 7 和 是 
JEDER, 


4.6 Ej A-2 2k da JU 


在 本 章 的 最 后 ,我 们 介绍 一 种 很 有 用 的 晶 胞 ， 称 为 维 冤 纳 - 赛 
兹 晶 胞 ， 有 时 也 称 为 近 域 晶 胞 。 

取 空 间 点 阵 中 任意 一 个 格 点 为 原点 ， 向 所 有 近邻 及 次 近邻 格 
点 作 格 矢 ， 然 后 再 作 这 些 格 矢 的 垂直 平分 面 , 于 是 ,这 些 平面 在 原 
点 周转 所 围 成 的 体积 最 小 的 多 面体 就 是 维 格 纳 - 赛 效 晶 胞 ， 

维 格 纳 - 赛 兹 晶 胞 只 含有 一 个 格 点 ， 体 积 和 初 基 晶 胞 体积 相 
等 。 虽 然 它 一 般 地 不 是 平行 六 面体 ， 但 用 它 在 空间 密 排 ， 同 样 能 
得 到 整个 空间 点 阵 ， 所 以 它 确实 是 一 个 合理 的 最 胞 。 它 的 显著 特 
点 在 于 ， 格 点 处 于 中 心 位 置 ， 而 外 形 鲜明 地 表现 出 它 所 属 晶 系 的 
全 部 点 对 称 性 。 将 这 一 特点 应 用 于 固体 物理 理论 分 析 工 作 非 常 方 
便 。 例如， 在 电子 能 带 理 论 中 ， 将 原子 取 为 格 点 位 置 ， 即 维 格 
- 纳 - 赛 兹 最 胞 的 中 心 位 置 ,于 是 ， 讨 论 原子 核 势 场 对 电子 的 作用 将 
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非常 方便 。 

图 4.13 所 示 是 体 心 立方 点 阵 和 面 心 立 方 点 阵 中 的 维 格 纳 - 赛 
兹 晶 胞 。 在 体 心 立方 点 阵 中 ， 它 是 十 四 面体 ， 如 图 Ca); 在 面 心 
立方 点 阵 中 ， 它 是 十 二 面体 ， 如 图 (0). 
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图 4.13 RARE 


4.7 3 题 
1) 证 明 在 任何 一 个 通过 原点 的 旋转 对 称 轴 [1(C,) 除外 ] 
上 恒 有 无 穷 多 个 间距 相等 的 格 点 . 


2) 取 5 个 立方 体 ， 在 每 一 个 立方 体 表面 涂 以 某 种 颜色 ， 使 
它们 分 别 具 有 5 种 立方 点 群 对 称 性 。 

3) 对 于 具有 唯一 的 46S,» 轴 的 晶体 ， 证 明 可 以 选取 晶 34 
REKK: a=b=c, a= B =Y=90°. 

4) 试 从 凌 形 点 阵 中 选取 一 个 三 方 晶 胞 (a=b=c, a=B 
=90"，Y=120")， 说 明 三 方 晶 胞 是 有 心 的 ， 其 体积 为 菱形 晶 胞 
的 3 fi. 

5) 试 在 六 方 晶 系 的 点 阵 中 : CO Bun—-T dms, ΕΗΒ 
胞 参量 as 关 b 关 c，c= 8=Y=90"， (2) 能 否 根 据 这 一 结果 认为 
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它 属于 正 交 易 系 ? 为 什么 ? 

60 试用 极 射 赤 面 投影 方法 ， 从 4320) 群 的 国际 符号 出 发 
导出 其 全 部 对 称 要 素 和 一 般 等 效 点 系 。 

7) 写 出 点 群 43m( 了 ,) 中 以 下 等 效 点 、 方 和 商 、 面 的 全 部 
符号 ， (1) xyz; (2) (Qvo, (3) {100}. 

8) 证 明 六 方 格子 的 四 轴 坐 标 系 中 ， 面 指数 的 前 3 个 指数 有 
关系 h+kti=0。 

9) 试 从 点 群 6/mmm(DD。,)》 中 举 出 两 个 开 形 单 形 的 例子 ， 

10) 证 明 单 斜 晶 系 中 的 晶 胞 I—B, FB. 

11) 每 个 晶 系 中 有 洲 干 个 点 群 和 若干 个 布 喇 非 晶 胞 ， 那 么 点 
群 和 布 喇 非 晶 胞 之 间 是 否 有 从 属 关系 ? 

12) 考虑 立方 晶 系 中 已 ， 了 7 ， 下 三 种 点 阵 ， 令 惯用 晶 胞 轴 长 
为 a ， 试 求 这 3 种 点 阵 中 最 近邻 阵 点 数 和 距离 ， 次 近邻 阵 点 数 和 
HES, . 
13) 试 导 出 二 维 情 况 下 的 4 种 晶 系 和 5 种 布 喇 菲 点 阵 。 
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5 二 维 空间 群 〈 平 面 群 ) 


5.1 空间 群 概念 初步 


根据 实际 问题 的 需要 ， 人 们 可 以 在 不 同 程度 的 细节 上 对 晶体 
进行 描述 。 比 如 说 ， 为 了 解 最 体 所 属 的 晶 系 和 点 和 阵 类型， 只 需 
要 确定 一 下 究竟 属于 7 种 晶 系 的 哪 一 种 ， 以 及 属于 14 种 布 嘲 菲 
点 阵 的 哪 一 种 就 可 以 了 。 如 果 希 望 深 入 一 步 ， 可 以 确定 它 属于 32 
种 点 群 的 哪 一 种 。 这 对 于 表述 晶体 宏观 性 质 张 量 的 分 量 之 间 关 系 
以 及 研究 其 电子 能 带 性 质 等 都 是 不 可 少 的 。 在 前 几 章 中 ， 我 们 系 
统 地 讨论 了 晶体 的 点 对 称 性 和 平移 对 称 性 。 为 了 全 面 地 摘 述 从 微 
观 上 看 来 可 视 为 无 限 大 的 晶体 ， 还 必须 把 点 操作 和 平移 操作 结合 
起 来 ， 而 且 变 考虑 到 新 出 现 的 对 称 操作 ， 这 就 是 要 进一步 讨论 
的 空间 群 。 所 谓 晶体 学 空间 群 ， 就 是 能 使 从 微观 上 看 来 可 视 为 无 
限 大 的 晶体 的 性 质 得 以 复原 的 所 有 对 称 操作 的 集合 ， 而 这 些 操作 
的 集合 构成 完全 符合 数学 定义 的 群 。 

实际 上 ， 晶 体 并 不 是 无 限 大 的 ， 只 是 从 微观 尺度 上 可 视 为 无 
限 大 ， 为 了 在 数学 上 方便 处 理 ， 通 常 是 引入 一 个 周期 性 边界 条 
件 。 例 如 ,一 维 点 阵 , 设 有 六 个 格 点 ， 则 可 以 设想 它 是 无 限 长 点 阵 
的 一 个 重复 单元 ， 第 1 个 格 点 和 假想 的 第 N+1 个 格 点 性 质 相 
同 ， 这 就 是 一 维 点 阵 的 周期 性 边界 条 件 。 仿 此 ， 可 以 推广 到 二 维 
和 三 维 点 阵 ， 这 是 固体 物理 和 固体 理论 中 经 常 采用 的 方法 。 这 种 
周期 性 边界 条 件 可 以 表 为 
d(r)-2d(rtN,a,)2-7d(r-N,a,)-d(r- N,a,), (5.1) 
式 中 由 代表 某 种 性 质 ，N,NV:,N :依次 为 a.,ai,a. 方向 的 格 
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mx, m ΝΞΝΙΝ.Ν. 为 总 格 点 数 。 

对 于 一 个 有 六 个 格 点 的 有 限 晶体 ， 除 了 使 一 个 晶 胞 平移 到 每 
一 个 其 它 晶 胞 的 六 个 单纯 的 平移 对 称 操作 之 外 ， 还 有 使 晶 胞 本 由 
REIS LIES 有 个 点 对 称 操作 或 由 点 操作 和 平移 操作 结合 而 来 的 非 
点 式 对 称 操作 ， 这 才 是 整个 晶体 的 对 称 操 作 ， 所 以 ， 空 间 群 共有 

kN Ao E. BUM 意 , 由 于 采用 了 周期 性 边界 条 件 ， 
平移 变 为 可 能 ， 于 是 这 8 个 能 使 晶 胞 本 身 复原 的 对 称 操作 不 一 定 
ΤΝ ΠΈΣ, ΠΝ. 这 种 含有 平移 
成 分 的 对 称 操作 称 为 非 点 式 对 称 操作 ， 因 为 在 它 的 作用 下 ， 设 有 
£ 的 点 。 这 加 个 对 称 操作 与 平移 群 恒 等 操作 相 乘 ， 实 际 上 仍然 

这 让 个 对 称 操作 , 称 为 空间 群 的 基本 操作 ,而 它 与 平移 群 的 其 它 
πι υἊο 
IFE ΕΤΗ ΣΕΤ ΧΕΙ, dnx h Tk K ΜΩΡΕ HD 
点 操作 ， 那 么 ,它们 将 构成 点 群 ,这 就 是 该 晶体 的 点 群 。 由 此 导出 
的 空间 群 称 为 点 式 空间 群 。 反 之 ， 如 果 这 个 基本 对 称 操作 中 ， 
有 一 部 分 是 非 点 式 操 作 ， 则 由 此 导出 的 空间 群 称 为 非 点 式 空 间 
群 。 此 时 的 个 对 称 操作 并 不 构成 群 ， 但 它 和 某 一 个 点 群 有 对 应 

空间 群 操作 通常 用 赛 兹 算 符 描 述 。 若 空间 群 操作 中 的 点 操作 
为 尼 ， 平 移 操作 为 上 ， 则 赛 兹 算 符 为 {R| 引 ， 它 对 一 般 位 矢 r 的 
作用 是 


(R|tjr- Rr t, (5.2) 
可 以 证 明 ， 空 间 群 操作 的 集合 确实 构成 符合 数学 定义 的 群 。 现 证 
(1) 考虑 集合 内 两 个 操作 {RI 和 {S|1u} 相 乘 ， 有 
{RIt}{S|a}r= {RIt}(Sr+u) 
-R(Srru)-t- RSr- Rust 
-(RS|Ru-ctjr, (5.3) 
由 于 RS ΠΒ, Βα +t 仍 为 平移 操作 ， 所 以 结果 仿 为 
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空间 群 的 一 个 操作 。 
(2) 显然 有 便 等 操作 ， 即 {110;3 或 { 己 10)}。 
(3) {R ERRER] -R E, 83 
{RHR |- R^ t3 ={110}. (5.4) 
(4) 可 以 证 明 空 间 群 的 操作 服从 结合 律 ,例如 ,由 式 (5.3) 
知 赛 兹 算 符 碟 法 关系 为 
(Rit)(S[|u) - (RS| Rut), (5.5) 
于 是 有 
(RIOCCS Ju) (Q]o)] = CR] E (SQ] Sec u) 
-(RSQ|RSv-Ru-ct), 
FCR] E CS] u))(Q]o)  (RS| Ru & €) (Q]v) 
={RSQ]RSv + Ru +0}. 
二 者 相等 。 满 足 结合 律 。 

以 上 四 条 ，、 证 明了 空间 群 操作 的 集合 确实 构成 符合 数学 定义 
的 群 。 我 们 在 后 面 将 看 到 ， 在 研究 各 种 空间 群 时 ， 式 (5.2) 很 
有 有 用。 此 外 ， 我 们 还 看 到 ， 任 何平 移 对 称 操 作 均 可 用 赛 兹 算 符 
{Ilta} R CE|t.) 描述 此 外 上 。 为 格 矢 。 同 样 ， 任 何 点 对 称 操 
作 ， 当 其 对 称 要 素 通 过 原点 时 ， 可 表 为 赛 兹 算 符 (RIO ΠΒ 
对 称 要 素 不 通过 原点 时 可 表 为 { 有 jz }， 此 处 尺 为 点 对 称 操作 ， 
Tt/ 为 附加 位 移 。 KFT 的 含意 ， 我 们 将 在 后 面 讨论 。 

在 非 点 式 对 称 操 作 中 ， 有 一 个 比 基 本 平移 还 小 的 分 数 平移 r。 
和 旋转 操作 或 反映 操作 相 结 合 ， 因 而 当 对 称 要 素 通 过 原点 时 ， 其 
赛 兹 算 符 为 {RIrT。}; 当 对 称 要 素 不 通过 原点 时 为 (Rlr trh. 
以 后 ， 我 们 通常 用 r。 ΕΣΡ, τ’ 代表 附加 平移 ，t 代表 
格 矢 。 这 两 种 非 点 式 对 称 操 作 的 对 称 要 素 分 别称 为 螺旋 轴 和 温 移 
面 。 对 于 某 个 空间 群 ,其 基本 对 称 要 素 中 是 否 有 非 点 式 对称 要 素 ， 
通常 从 空间 群 的 国际 符号 即 可 分 辩 
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5.2 二 维 点 群 、 唱 系 和 布 喇 菲 点 阵 


二 维 情况 下 的 点 群 、 晶 系 和 布 喇 非 点 阵 可 以 用 与 三 维 情况 相 
同 的 方法 导出 。 丰 前面 几 章 中 ， 我 们 已 留 下 习题 ， 让 读者 自己 者 
推导 。 下 面 ， 我 们 只 给 出 推导 的 结果 ， | 
(1) 二 维 晶 体 学 点 群 ”在 二 维 情况 下 ， 点 对 称 杰 素 只 有 
1(C,5, 2(C,), 3€C,0, 4(C.), 6(C,) 种 旋转 对 称 轴 和 m(a) 
镜 线 ， 这 种 镜 线 是 垂直 于 这 个 二 维 平面 的 反映 面 在 此 平面 上 的 交 
线 ， 由 它们 可 以 导出 10 和 神 二 维 晶体 学 点 群 ， 其 国际 符号 和 熊 夫 利 
符号 如 下 : 
1 2 3 4 6 lm 2mm 3m 4mm 6mm 
C, C, C, C, C, σ C, νι Ον, ς,, 
图 5.1 所 示 的 是 10 dp — 25 Bà — ARS XE 点 
的 极 射 赤 面 投影 图 ， 


s 
CO CD ep G9 Q9 


sma 


图 5.1 10 ΒΕΡΑ 26 PA PEB δι 3] ERKE 


(2) =# ñ £ ”二 维 情况 下 的 晶 轴 矢量 取 为 & 和 8， 根 
HEMDEN MM. 
系 。 表 5,1 列 出 了 4 种 晶 系 的 特征 对 称 性 ， 惯 用 晶 量 关 系 和 


91 


属于 该 ES 3 点 和 群 等 资料 。 
表 5.1 二 维 晶体 有 关 资 料 


ee 


ΠΤ 点 TOU 
d Γ ΒΗ E 
ΑἹ 1 或 2 | a+b, Y490* 1, 2 b 
长 方 | n | a=b, Y 290? | im, 2mm D, ο 
正方 4 | a=b, Y=90° -4, 4mm b 
Aj 39,6 | a=b, Y=120° ,3,9m,0,0mm Φ 


(3) —# Ah de ΒΒ REDERE 2 种 布 喇 菲 点 隆之 
外 ， 其 它 曲 系 各 有 有 工种， 所 以 总 共有 5 种 。 布 喇 菲 点 阵 的 符号 与 
三 维 欧 相同 ， 但 改 为 小 写字 母 ， 

下 一 节 开 始 ， 我 们 将 在 于 述 二 维 点 群 、 蝇 系 和 布 喇 菲 点 阵 的 


基础 上 ， 讨 论 二 维 空 间 群 。 


二 维 空间 群 也 称 平面 群 ， 它 由 点 操作 和 平移 操作 结合 而 来 ， 
如 时 平面 群 中 的 基本 对 称 要 素 为 交 于 一 点 的 点 对 称 操作 ， 则 称 为 
点 式 平面 群 。 否则 ， 基 本 对 称 要 素 中 有 非 点 式 对 称 要 素 ， 则 为 非 
点 式 平 面 群 。 在 平面 群 中 ， 非 点 式 对 称 操作 只 有 请 移 操作 一 种 ， 
相关 的 对 称 要 素 为 滑 移 线 . 

平面 群 共有 17 种 ， 其 中 13 种 是 点 式 平面 群 ,将 10 种 二 维 
点 群 袜 接 配置 到 所 属 晶 系 的 布 喇 菲 点 阵 上 ， 即 导出 13 种 点 式 平 
面 群 。 然 后 ， 将 滑 移 线 引 入 作为 一 个 基本 对 称 要 素 ， 即 导出 另外 
4 种 非 点 式 平面 群 。 

为 了 解 点 式 平面 群 是 如 何 导 出 的 ， 现 在 我 们 以 正方 了 点 阵 为 
v, BHRR- AEGI. 

正方 晶 系 有 两 种 点 群 ，4(C,) 和 dmm(C,,)。 因 此， 点 群 
92 


与 了 了 晶 胞 结合 ， 可 以 产生 两 种 平面 群 . 
现在 ， 我 们 先 考 虑 将 4(C,) ΞΡ ΕΤ ΠΗ δα, 图 
5.2 REED P mi 4 个 顶 角 为 格 点 位 置 。 按 《国际 表 少 中 
惯用 的 方法 ， 取 左上 角 格 点 位 置 为 原 S. Pa ΠΡ» δ ΠΒ. 
我 们 可 采取 以 下 步骤 推导 ， 
C10 在 左上 角 原 点 附近 取 一 个 一 般 点 ， 坐 未 为 xy， 如 图 
Hañ. 
(2) 将 4 次 对 称 轴 置 于 原点 ， 于 是 邓 4ΚΉΜΕΡΠΤ, TH 
3 个 新 的 点 ， 如 图 由 bucud 8, BRE φανῶν, yz, 
(3) 根据 平移 对 称 性 ， 各 顶 角 格 点 周围 也 应 有 同样 排 布 的 
点 ， 它 们 是 由 上 述 4 个 点 如, 540 a+ b 而 得 到 。 例如， 
δ’ 点 坐标 是 (1- yx, σ’ 点 坐标 是 (Ol-x,1- y), d' 点 坐标 
AE (y, l-x), J ΒΛ: (~x, l- y) 
(4) 根据 点 的 分 布 找 出 新 增加 的 对 称 变 素 。 例 如 ， 由 3， 
b! νο’ να’ 关系 可 以 找 出 位 于 晶 胞 中 心 位 置 的 4 次 负 ， 如 图 中 i; 
由 aa， 了 关系 可 以 找 出 位 于 晶 胞 边 心 位 置 的 2 2 38, ΠΕΙ, 
(5) 最 后 ， 由 已 知 对 称 要 素 的 相互 作用 ， 找 出 其 它 所 应 有 
的 4 eR 2 CAR. 


co οὐ fo ο e Ν 
| 
| 
| | | 
d + 4 


(a) t5) 
图 5.2 ἘΠ p4 图 示 


从 以 上 推导 过 程 和 结果 ， 我 们 希 要 强调 指出 : 


C10 每 个 格 点 周转 有 4 个 点 ， 这 是 点 群 4(C,》 的 等 效 点 
系 ， 它 所 代表 的 是 一 个 具有 点 群 4(C,》 对 称 性 的 物理 实 体 ， 也 . 
是 对 应 于 一 个 格 点 的 基 元 。 因 此 ， 这 里 讨论 的 是 晶体 结构 ， 而 不 
是 单纯 的 平面 点 阵 。 

(2) 在 晶 胞 内 有 4 个 点 ,这 是 平面 群 刀 的 一 般 等 效 点 系 ， 
是 对 应 于 晶 胞 的 物理 实体 。 平 面 群 一 般 等 效 点 数 9 和 点 群 一 般 等 
效 点 数 产 之 间 的 关系 是 

g =n, (5.6) 

此 处 ”是 晶 胞 的 格 点 数 ， 
O GO 晶 胞 内 除 格 点 位 置 具有 4(C,) 的 对 称 性 之 外 ,还 有 其 它 
也 具有 一 定 的 对 称 环境 的 特殊 位 置 。 它 们 具有 的 对 称 性 称 为 位 置 


ο πο ο ο ο ο ρω 


点 的 位 置 对 称 性 为 2(C,)。 这 些 位 置 在 《国际 表 》 中 用 字母 4， 
5，c，…， 按 对 称 性 从 高 到 低 表 示 ， 称 为 鸟 科 夫 符号 。 表 5.2 
所 列 是 平面 群 p4 中 各 种 位 置 的 乌 科 夫 符 号 及 有 关 资 料 。 

CA) 对 于 用 乌 科 夫 符 号 区 别 开 来 的 各 个 位 置 ， 都 有 这 样 的 
关系 :位 置 点 群 的 阶乘 以 晶 胞 内 此 种 位 置 的 个 数 等 于 平面 群 一 般 
等 效 点 数 。 实 际 上 ， 这 正 是 式 (5.6) 所 类 达 的 内 容 ， 因 为 h 是 
位 置 点 群 的 阶 ， ”是 位 置 个 数 。 

# 5.2 平面 群 P4 中 各 种 位 置 的 乌 科 夫 符 号 


乌 科 夫 符 号 | 位 置 对 称 性 | 等 效 位 置 数 | sima 


d KE) | 4 xy, Ey, yu, ya 
C 11 

b 4(C,) 1 i3 

a 4(CC,) 1 00 
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(5) 平面 群 的 国际 符号 b4 具有 明确 含意 ， 其 中 第 一 个 位 
置 的 字母 代表 晶 胞 类 型 ， 其 后 的 对 称 要 素 符 号 代表 基本 对 称 要 
素 。 可 见 ， 国 际 符号 给 我 们 提供 了 相当 基本 的 信息 。 | 

现在 ， 我 们 再 回 到 正方 晶 胞 了 上 来 ， 讨 论 点 群 mm(C,,) 
放 到 格 点 上 的 情况 。 推 导 的 过 程 基 本 上 与 前 相同 ， 结 果 各 [ 5.3 
所 示 。 现 在 ,除了 点 对 称 要 素 之 外 ,出 现 了 滑 移 线 ， 如 图 中 串 线 所 
示 。 在 滑 移 操作 的 作用 下 ,了 点 到 9 ,9 点 到 p'。 这 是 《11》 方 向 
的 渭 移 线 ， 滑 移 操 作 中 的 平移 量 为 (a + 了 )/2, 它 通过 2 次 轴 所 在 
位 置 ， 但 不 通过 原点 。 关 于 滑 移 线 的 含意 ， 我 们 将 在 后 面 一 节 里 
再 作 介 绍 。 这 样 ， 我 们 得 到 平面 群 p4mm。 不 过 需要 指出 ， 虽然 
出 现 了 滑 移 线 ， 但 它 不 是 基本 对 称 要 素 ， 平 面 群 p4mm 的 基本 对 
称 操作 是 Amm, R 5.3 列 出 乌 科 夫 符 号 及 其 有 关 的 资料 。 


+ 


图 5.3 平面 群 pmm 图 示 : 

通过 以 上 两 例 ， 不 难 了 解 点 式 平面 群 推导 的 一 般 过 程 ， 其 它 
.点 式 平面 群 均 可 仿 此 导出 。 附 录 下 给 出 17 种 平面 群 的 资料 ， 其 
中 包括 13 种 点 式 平面 群 。 编 号 为 14 和 15 的 两 个 平面 群 都 是 由 点 
JE m 加 入 六 方 p 点 阵 而 来 ， 但 由 于 3m 的 取向 不 同 ， 导 出 两 种 
xit. | 
关于 平面 群 的 国际 符号 是 这 样 规定 的 ， 第 一 个 字母 代表 布 喇 

95 


表 5.3 平面 群 p4mm 各 种 位 置 的 乌 科 失 符 号 


i i a. -- 
YE ΠΣ ΠΠ 等 效 位 置 坐标 
g E) 8 | Xy, Xy, yX, YEs Gy, Xy, yx, YX 
f mlo) 4 | XX, XX, XX, XX 
e mlo) 4 | xl, I ix i 
d m(o) 4 | x0, &0, Ox, Oz 
oc i2mm(C,)) 2 | T0 ο 
111 
4 C pL 二 
b mm ZE 1 22 
G Amm, , ) 1 00 


i 
j 


-- προς 


非 点 阵 类 型 ,后 面 是 基本 对 称 要 素 符号 。 在 基本 对 称 朗 素 符号 中 ， 
第 一 个 是 主轴 ， 第 二 个 是 垂直 于 a 的 对 称 线 或 滑 移 线 以 及 与 此 对 
党 相关 的 线 ， 第 三 个 是 另外 一 组 对 称 相关 的 线 。 如 果 某 个 方向 上 
这 有 垂直 的 戏称 线 或 请 移 线 ， 则 用 1 占据 这 个 位 置 。 


5.4 非 点 式 平面 群 


在 讨论 非 点 式 平面 群 之 前 ,需要 先 介绍 一 种 非 点 :对 称 操作 ， 
这 就 是 滑 移 线 ， 用 符号 9 表示 。 滑 移 线 是 二 维 晶体 中 特有 的 非 
点 式 对 称 操作 ， 它 是 反映 和 平移 的 连续 操作 ， 但 单一 的 反映 或 单 
一 的 平移 都 不 是 对 称 操 作 。 例 如 ， 图 5,4 所 示 是 垂直 于 «db 
方向 的 滑 移 ， 虚 线 为 滑 移 线 。 在 左上 角 取 一 个 一 般 点 乡 ， 先 平行 
于 滑 移 线 平 移 ， 接 着 对 滑 移 线 反映 到 9g ， 这 就 是 经 过 滑 移 操作 
的 结果 。 与 此 同时 ， 原 先 在 q 位置 的 点 经 过 滑 移 操作 到 pr/， 因 
A PP 平行 于 滑 移 线 ， 是 这 个 方向 上 的 格 矢 8， 所 以 每 次 滑 移 
和， 其 中 包 仿 的 平移 分 量 是 6/2。 这 里 说 的 滑 移 操作 是 先 平移 
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后 反映 ， 其 实 稚 先 堆 后 都 可 以 ， 先 反映 后 平移 记 可 得 到 同 祥 的 
结果 ， 

油 移 线 也 可 能 沿 其 它 方向 ,如 果 滑 移 线 垂直 地 b. MARB 
方向 就 平行 于 a， 其 中 平移 部 分 的 平移 分 晤 为 e712。 如 果 滑 移 线 
垂直 于 正方 晶 胞 的 对 角 线 方向 ， 比 如 垂直 于 a + b, PAWB D 
向 就 平行 于 e- 癌 ， 其 中 平移 部 分 的 平移 分 量 为 〈《a- 55/2. 2 
3 种 滑 移 线 都 用 符号 9 表示， 前 两 种 是 沿 晶 轴 矢 景 方向 滑 移 ， 浴 
为 轴 滑 移 ， 后 一 种 沿 日 胞 的 对 角 线 滑 移 , 称 为 对 角 线 滑 移 。 总 之 ， 
滑 移 操作 是 对 滑 移 线 的 反映 和 沿 滑 移 线 的 平移 的 连续 操作 ， 操 作 


前 后 有 手 性 变化 ， 但 单一 的 反映 或 单一 的 平移 却 不 是 对 称 操作 。 
Ο-----ῃ y 
ERN 1 
9 
图 5.4 BAS 


现存， 我们 仍 以 正方 了 最 胞 为 例 ， 考 虚 它 们 中 的 非 点 式 平易 

群 ， 前 面 看 到 ， 严 方 晶 系 的 两 种 点 群 与 乡 晶 胞 结合 以 后 导出 两 种 
点 式 平面 群 ， 即 p4 和 b4”tz。 前 一 种 平面 群 中 加 入 汪 移 线 9 和 后 
一 种 平面 群 中 将 一 组 冉 换 为 9 ， 结 果 是 一 样 的， 产生 非 点 式 平面 
群 p4gm。 一 个 直观 的 方法 是 将 9 放 在 垂直 于 a 并 通过 4 次 轴 的 
位 置 ， 如 网 5.5 所 示 。 这 将 导出 一 个 一 般 等 效 点 数 为 16 B) X dà 
胞 。 仔细 观察 一 下 ， 我 们 就 能 看 到 ， 从 中 可 以 重新 选取 一 个 面积 
减 为 1/2 的 晶 胞 ,并 且 它 才 是 真正 的 正方 凡 晶 胞 ,只 是 方向 比 那 仿 
KRET 45" 角 , 如 图 中 虚线 所 示 。 于 是 ,我 们 将 这 个 正确 的 晶 
胞 重新 画 出 ， 如 图 5.6 所 示 。 这 时 ， 仍 然 有 9 垂直 于 a. 8138 
过 4 次 轴 ， 男 一 组 垂直 于 ac 5b5， 也 不 通过 4 次 轴 。 对 这 个 正 
: 确 的 晶 胞 重新 取 基 本 对 称 要 素 ， 仍 可 取 为 4g9m， 所 以 ， 平 面 群 符 
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号 仍然 是 p4gm;。 从 图 中 可 以 看 到 ， 一 开始 放 进 晶 胞 的 那 条 滑 移 
线 现在 变 到 对 角 线 方向 , 变 成 非 基 本 对 称 要 素 。 在 这 个 例子 中 ,由 
于 基本 对 称 要 素 并 不 都 是 点 对 称 操作 ， 所 以 这 是 非 点 式 平面 群 。 


图 5.6 FHER pigem 图 示 


为 了 将 问题 说 得 更 清楚 些 ， 现 在 我 们 从 这 个 正确 的 晶 胞 《 猎 
5.6) 重新 作 一 次 阐述 。 
C10 我 们 在 晶 胞 的 原点 处 放 一 个 4 次 轴 ， 在 垂直 于 a 的 方 


向 放 一 个 通过 二 0 点 的 滑 移 线 ， 在 秋 直 于 对 角 线 方向 放 一 个 通过 
+ 证 点 的 反映 线 。 这些 ， 是 从 国际 符号 p4gm 得 知 的 基本 对 称 


X. 
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( 2 在 原点 附近 取 一 个 一 般 点 xy， 如 图 中 的 点， 于 是 
在 A 次 轴 作 用 下 ， 可 以 得 到 围绕 原点 的 4 个 点 ， 

(3) 根据 平移 对 称 性 ， 每 一 个 顶 角 处 格 点 的 周转 都 应 有 4 
个 与 原点 周围 同样 排 布 的 点 。 

(A4) 在 滑 移 线 的 作用 下 ， 我 们 又 得 到 处 于 唱 胞 中 心 区 域 的 
4 个 对 形 点 。 比 如 ， 尹 点 经 滑 移 操作 到 9 点。 至此， 我们 已 经 导 
出 属于 这 个 晶 胞 的 8 个 一 般 等 效 点 。 

(5 ) 根据 一 般 等 效 点 的 分 布 ， 可 以 找 出 各 种 非 基本 对 称 要 


素 。 例 如 ， 由 晶 胞 中 心 区 域 的 4 个 点 ， 可 以 找到 位 于 地 I 4 


次 轴 。 然 后 ， 在 这 个 中 心 位 置 4 次 轴 作 用 下 ， 可 以 导出 其 它 4 次 
轴 和 另外 凡 条 垂直 于 a 和 垂直 于 6 的 滑 移 线 。 由 原点 处 4 个 点 
和 中 心 区 域 4 个 点 的 关系 ， 可 以 导出 对 角 线 方向 的 滑 移 线 (of 
一 p'') 以 及 垂直 于 对 角 线 方向 的 对 称 线 。 经 中 心 点 4 次 轴 的 作 
用 ， 再 导出 1 条 对 角 线 滑 移 线 和 3 条 对 称 线 。 最 后 ， 从 各 顶 角 周 
围 的 点 的 关系 ， 导 出 位 于 晶 胞 边 心 的 4 个 2 次 轴 。 

这 里 我 们 看 到 ， 起 决定 作用 的 基本 对 称 变 素 实际 上 是 4 和 
9 ， 而 六 可 以 导出 来 。 不 过 ， 在 国际 符号 中 ， 为 了 表示 出 特征 方 
向 的 对 称 性 ，m 还 是 作为 基本 对 称 要素 列 在 国际 符号 中 。 这 种 起 
决定 作用 的 、 由 此 可 以 导出 全 部 对 称 操作 的 少数 几 个 操作 ， 称 为 
母 操 作 。 母 操作 一 定 是 基本 对 称 操作 ， 但 基本 对 称 操作 不 一 定 是 
母 操作 ， 在 前 面 讨论 的 点 群 中 ， 以 及 后 面 要 讨论 的 空间 群 中 ， 都 
有 这 种 情况 。 

这 里 有 一 个 问题 , 取 4 和 m 作 为 母 操 作 也 可 以 导出 全 部 结果 ， 
那么 ， 为 什么 不 把 此 种 平面 群 表 为 p41m 呢 ? 我 们 看 到 ， 对 称 要 
3: 4 和 mw 虽然 都 是 点 式 对称 要 素 , 但 不 交 于 一 点 ,这 是 非 点 式 平面 
群 的 性 质 的 表现 。 如 果 把 平面 群 符号 表 为 p41m， 那 就 容易 误 认 
为 它 是 点 式 平面 群 。 

表 5.4 列 出 了 非 点 式 平面 群 p49m 各 个 位 置 的 乌 科 夫 符 号 及 
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其 有 关 资 料 。 这 里 我 们 看 到 ,位 置 对 称 性 最 高 的 位 置 , 其 等 效 位 置 
数 不 等 于 1 。 这 是 非 点 式 平面 群 和 点 式 平一 省 的 一 个 重要 区 别 . 


表 5.4 平面 群 p4gm σας ARRS 


有 
| x | Aya tx, - y; j'y 

c i m ! 4 | ngtogog to xx 

b | ddl 2 | i 0, 0, + | 

a | 4 x 2 0, 0; 1, j 


5.5 对 称 操作 的 运算 
空间 群 的 对 称 操作 可 以 用 赛 兹 算 符 {RIr} 表示 ， 其 中 上 是 平 
移 矢量 ， 尺 是 点 操作 。 对 于 一 个 具体 的 对 称 操作 ， 赛 效 算 符 中 的 


尽 可 以 用 算 阵 形式 表示 。 二 维 人 情况 也 是 如 此 。 例 如 ， 在 平面 群 
p4gm 中 ， 位 于 原点 的 4 次 轴 对 一 般 点 了 (参看 图 5.6) 的 作用 


0 -1 -y 
awe-] ΝΗ | (5.1) 
1 ojis | x 


-1 oli x _ x 
0 -1||» 一 y 
0 11|x y 
une | |-| | (5.9) . 
一 0 y -x 
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esas [H ee 


这 就 是 原点 周围 4 个 点 的 坐标 ， 这 个 运算 过 程 没有 什么 特别 
之 处 ， 


看 轨迹 为 (十 ，》 ) 的 请 移 线 9 对 + 的 作用 , πεο(1,ν) 


中 ， 平 移 部 分 的 平移 分 量 为 r。= 6/2， 对 称 线 的 指数 为 《10) , 原 
点 到 对 称 线 的 矢 距 为 a/4。 由 于 对 称 线 不 通过 原 κ» 反映 操作 
将 产生 一 个 垂直 于 对 称 线 的 附加 位 移 Y 。 如 图 5.7 所 示 ， 设 原 
点 到 对 称 线 的 矢 距 为 s， 对 称 线 对 空间 一 点 7 作用 应 得 Ej r gá 

但 反映 操作 答 阵 是 按 通 过 原点 的 对 称 线 给 出 的 ， 它 对 的 操作 只 
ΕΞ τι 点 ， 于 是 ， 为 了 求 得 m 点， 需要 附加 位 移 r*。 由 图 
不 难看 出 


t/-r'—-r,-2s, (5.11) zy 


+E, 84 g ( 二， 25 να ἕ---------)...... 


1 
^n 


的 作用 可 表 为 


[ει sh | 


Γ 1 1 
|^ 0 Ë z| 于 -| 
= | i 十 1 D 1 (5.12) 
| 0 1] 7 2| 7*"j 
此 得 到 图 5.6 中 的 4 点 。 
请 读者 特别 注意 这 种 附加 位 移 ， 它 在 所 有 未 通过 原点 的 对 称 


要 素 的 操作 过 程 中 都 出 现 。 对 于 反 演 中 心 ， 反 映 面 和 2 次 轴 ， 附 
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WEET = 2s， 具 有 简单 形式 ， 但 对 其 它 轴 次 的 操作 ，Y' 的 求 
法 稍为 复杂 些 ， 我 们 将 在 后 面 介绍 。 

与 式 (5.12) 相仿 ， 将 滑 移 操作 作用 于 原点 周围 的 其 它 三 个 
点 ， 立 即 导出 中 心 部 位 其 它 3 个 点 的 坐标 。 再 按 平 移 对 称 性 ， 将 
原点 周围 4 个 点 的 坐标 加 a, ΤΠ b, mm a + 5， 即 得 到 其 它 Hi 
角 周 围 那些 点 的 坐标 。 8 个 一 般 等 效 点 的 坐标 已 列 在 表 5.4 rh, 

赛 兹 算 符 的 矩阵 运算 不 仅 能 由 对 称 操 作对 某 个 点 作用 求 出 新 
点 的 坐标 ， 更 有 意义 的 是 由 两 个 点 的 坐标 关系 找 出 将 它们 联系 起 
来 的 对 称 操作 。 

例如 ， 我 们 考虑 (x,y) 和 (-x,l- y) 两 个 点 的 关系 ， 假 
定 联 系 这 两 个 点 的 对 称 操作 是 { 尽 jr}。 作 以 下 算式 


ΙΝ 
DOR ee 


-1 ο 
R- , (5.14) 
0 -1 | 


t-b, | (5.15) 


X (5.14) RERA 2 次 旋转 操作 。 式 (5.15) 给 出 的 r 值 垂直 于 
2 次 旋转 轴 ， 所 以 应 为 附加 位 移 *" ， 这 表明 原点 到 这 个 2 次 轴 
的 矢 距 s=B8/2， 即 2 次 轴 的 位 置 为 《0 ，1/2)， 这 是 一 个 边 心 
上 的 2 次 轴 。 


又 例如 ， 考 虑 Gu M| +, L+ x ) 两 个 点 的 关系 。 
设 对 称 操作 为 {RIr}， 作 以 下 算式 
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Nje v| 
+ 
Ve 
II 
Ve 
o — 
+ 
nje |= 


x 
{RIT}r = (Rir) Η 
> | + x x 
[1 
N | 十 1 9 (5.16) 
. lÍ 0 ΠΕΣ 
于 是 得 
0 14 - 
R= | (8.17) 
1 Ü 
1 1 
== =b . 
T ;^ t 25. (5.18) 


A (5.17) 是 对 坐标 轴 对 角 线 的 反映 ， 式 (5.18) 是 沿 对 角 线 的 
平移 且 平 移 量 为 (a + 8)/2， 所 以 ， 这 是 对 角 线 滑 移 操作 ， 滑 移 
线 通 过 原点 。 

依 此 类 推 ， 任 意 两 个 点 之 阅 痢 可 以 采用 此 种 方法 找到 将 它们 
联系 起 来 的 对 称 操作 。 


5.6 3 题 


1) 作 图 推导 平面 群 p2mm 的 对 称 要 素 和 一 般 等 效 点 系 ， 列 
表 给 出 晶 胞 中 一 般 位 置 和 特殊 位 置 的 位 置 对 称 性 ， 乌 科 夫 符号 ， 
等 效 位 置 数 和 等 效 位 置 坐标 。 

2) 作 图 推导 平面 群 p2mg 的 对 称 要 素 和 一 般 等 效 点 系 ， 列 
表 给 出 晶 胞 中 一 般 位 置 和 特殊 位 置 的 位 置 对 称 性 ， 乌 科 夫 符号 ， 
等 效 位 置 数 和 等 效 位 置 坐标 。 κ 

3) 在 p4gm 推导 中 取 位 于 原点 的 4 和 通过 原点 的 9 也 能 寻 
出 全 部 结果 ， 这 两 种 对 称 要 素 交 于 一 点 ， 为 什么 它 不 是 点 式 平 
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EB. 
4) 用 矩阵 运算 方法 , 找 册 图 5.6 中 初始 点 (x,y) 和 晶 胞 中 


2 、 1 1 1 
DERRI, FUARDA E+ t- y) (1-», t-a) 


2 
之 间 的 对 称 操作 。 
5) 用 矩阵 运算 方法 ， 找 出 图 5.6 中 (二 一 x, 二 +) 和 (> 


l-x) 两 点 之 间 的 对 称 操作 。 
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6 空间 PE 
6.1 滑 移 操作 


上 一 章 我 们 比较 详细 地 讨论 了 平面 群 。 有 了 上 一 章 的 基础 ， 
进一步 讨论 空间 群 在 原则 上 将 不 会 有 太 多 困难 。 但是， 空间 群 毕 
赏 比 平面 群 复 杂 得 多 ， 所 以 在 具体 内 容 上 不 得 不 多 费 笔墨 . 

前 已 指出 ， 对 称 操作 有 点 式 对 称 操 作 和 非 点 式 对 称 操作 两 
种 。 我 们 已 经 介绍 了 平面 群 中 的 非 点 式 对 称 操作 ， 即 滑 移 ， 与 其 
相关 的 对 称 要 素 是 滑 移 线 。 在 三 维 情况 下 ， 滑 移 线 H T HRB 
面 。 此 外 ， 三 维 情况 下 还 有 一 种 新 的 非 点 式 对 称 操作 ， 称 为 螺旋 
操作 ， 与 此 相关 的 对 称 要 素 称 为 螺旋 对 称 轴 ， 人 简称 螺 旋 轴 。 

将 滑 移 线 推广 为 滑 移 面 比 较 简 单 ， 只 要 将 前 面 讨论 的 滑 移 线 
变 为 垂直 于 纸 面 的 滑 移 面 即 可 ， 这 时 ， 滑 移 操作 是 平行 于 这 个 面 
的 平移 和 对 这 个 面 的 反映 的 连续 操作 ， 平 移 和 反映 这 两 个 操作 次 
序 的 先后 不 影响 结果 。 我 们 可 以 按 滑 移 操作 中 平移 部 分 的 方向 和 
平移 量 大 小 (或 称 为 滑 移 方向 和 滑 移 量 ) 将 滑 移 分 为 轴 滑 移 、 对 角 
线 消 移 和 金刚石 滑 移 3 类 。 轴 滑 移 有 a 滑 移 、b 消 移 、c 滑 移 3 
种 ， 它 们 的 消 移 方向 依次 平行 于 a，25，c 轴 ， 滑 移 量 依次 为 
a/2, b/2, c/2, M fati SERIEM acrb,btce, cta 
或 a 土 b 土 ce， 滑 移 量 是 对 角 线 长 度 的 二 分 之 一 ， 即 (a 土 6)/2， 

(b+tc)/2，(c 土 a)/2 或 (Cab tte2. HAREE 常用 符号 
“n” 表 示 ， 称 为 n 滑 移 。 人 金刚 石 滑 移 的 滑 移 方向 与 fA E 
同 ， 但 滑 移 量 为 对 角 线 长 度 的 四 分 之 一 ， 即 Ca + 5)/1, 
(btc)A, (cka)/4 X; (at b te/4, 金刚石 滑 移 常用 符号 
*d ”表示 ， 称 为 d πλ. 
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滑 移 面 中 的 反映 面 总 是 平行 于 滑 移 方向 的 ， 但 是 ， 平 行 于 滑 
移 方向 的 面 仍然 有 多 各 可能。 具体 情况 下 ， 这 个 反映 ΤΕ 如 何 取 
向 ， 可 由 它 的 符号 在 空间 群 国际 符号 中 的 位 置 推定 。 第 4 章 中 我 
们 曾经 介绍 过 点 群 国际 符号 的 含意 ， 这 也 适用 于 空间 群 的 国际 符 
号 ,在 空间 群 国际 符号 中 ， 第 一 个 字母 代表 布 喇 菲 点 阵 类 型 ， 其 
后 是 代表 基本 对 称 要 素 。 这 些 基 本 对 称 要 素 的 符号 ， 按 特征 方向 
排列 次 序 ， 与 点 群 符号 的 排 法 相同 。 

滑 移 操作 的 运算 采用 乞 阵 方法 很 方便 . xx Hg, 赛 效 算 符 
{Rir } 中 的 尺 是 反映 操作 和 矩阵， 是 平移 矢量 ， 不 过 要 注意 ， 这 
里 可 能 有 一 个 由 于 对 称 要 素 不 通过 原点 而 引入 的 附加 平移 ?7， 
即 f=r。+r' ,此 处 7+, 是 滑 移 操作 本 身 的 滑 移 量 ,也 称 分 数 平移 。 
二 者 的 区 别 在 于 : τι 平行 于 对 称 要 素 ， 而 垂直 于 对 KAR. 
例如 ， 某 滑 移 面 冬 直 于 qw， 分 数 平移 为 /2， 滑 移 面 轨 迹 为 (p, 
y,z)， 则 其 对 一 般 点 r= (x,y,z) 的 操作 可 表 为 


{RIr}r={b(p, yy2)}r 


= imt1003|e, (0, L.,0) £^ (2p,0,0) 1r 
2 


-1 0 olx 0 2p 2p-x 
= ο 1 οῇ»]η|π|ο]η|ἑην], G.D 
0 0 1] | 0 0 Z 


IEAk bp, y, 2) 代表 轨迹 为 (p,y,2 的 滑 移 面 ， 包 [100] 代 表 垂 
ΕΤ [100] 方向 的 反映 面 . Pr U, (x,y,z) 点 被 操作 到 


(257 3,3 »,2 ) 点 ,这 是 一 个 5 滑 移 的 例子 (参阅 图 5.4) ， 
我 们 再 看 一 个 = 滑 移 的 例子 ， 如 图 6.1 所 示 ， 滑 移 而 垂直 于 


ec 方向， 轨迹 为 (x, ys)， 滑 移 量 为 (a +5)/2， 则 [其 对 Cx, 
y 点 的 操作 为 
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[R|eidr = (n(x, y ,s))r 
incoonte, (5, ,0) +r 00,0,25))r 


l 


Mf ^ / f 『 H 
1 0 ο αι | 二 0 -+X 
| 2 2 
- Ἷ f ! 
=“ o 1 ο. » « Lola ley | G0 
| 1121 2 
i | 
0 0 id z} Lo | 2s 2s— z 


”所 以 ， (x, y,2) 点 被 操作 到 (1/2 x,1/2- y,2s— z) 点 。 


— wA 
z 


O 
4 @ 2s ~ 了 


ο, 
图 6.1 n 滑 移 操作 
ER 3.2 中 我 们 已 经 列 出 了 各 种 滑 移 面 的 图 示 符号 ， 


6.2 螺旋 操作 


螺旋 操 生 由 旋转 和 平行 于 旋转 轴 的 分 数 平移 结合 而 成 ， 相 关 
的 对 称 要 素 称 为 螺旋 轴 。 我们 记得 ， 最 体 中 的 旋转 轴 只 有 1 27 
3，4，6， 共 5 种 ， 对 于 螺旋 轴 ， 同 样 也 只 有 1，2，3，4， 
6 ， 也 是 5 种 。 现 证 明 如 下 。 

如 图 6.2 所 示 ， 设 .4 为 垂直 于 纸 面 的 螺旋 轴 (nir), B Ak n 
为 轴 次 ,* 为 平行 于 转轴 的 分 数 平移 .在 4 周围 的 基 元 原子 分 布 为 
ey Tas Tos Tas …， 此 处 下 标 符号 表示 原子 相对 于 纸 面 的 位 
置 ，“- ”号 表示 在 纸 面 下 ，“+?” 号 表示 在 纸 面 上 ，“02?” 号 


表示 正好 在 纸 面 。 这 些 原子 是 螺旋 轴 的 相关 对 称 原子 ， 即 r- 处 
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原子 绕 轴 旋转 0= 360^ /n 角 后 再 沿 轴 方向 上 升 z* 到 达 το 位 置 ， 问 
TÉ. c. 处 原子 到 达 c. 位 置 ， 等 等 。 因 此 ， 它 们 在 纸 面 上 的 投影 
2ΕΙΗΙ-- T SR E. 

根据 晶体 结构 的 平移 对 称 性 ， 在 其 附近 召 点 找到 另 一 个 与 4 
点 完全 相同 的 螺旋 轴 {alr}， 则 其 周围 应 该 有 与 4 点 相同 的 原子 
4i. 


6.2 螺旋 轴 轴 次 的 证 明 


τ ”现在 ， 以 A 为 轴 ， 对 B 及 其 周围 的 原子 作 {n|r} RE, + 是 
BC, T >To ToT T >T 555, SER, ZABT, = LACT. 


ΠΟ ARF B84 的 平行 线 CD， 则 人 ACD= LBAC=0, FÈ 
ZABr, = LABr, -ü-7/A4Ct;-7ACD-27DC«,. 而 CD 


I| BA, 所 以 必 有 -Cry|| Bu. ΠΒ, C 周围 的 原子 分 SHBA 
围 的 原子 分 布 具 有 平移 对 称 性 . 
κ, A, B, C 是 同一 个 平面 上 的 3 个 平移 等 同 点 ， AIAX 
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为 空间 点 阵 的 阵 点 ， 则 这 3 点 同时 为 阵 点 。 于 是 ， 根 据 旋转 轴 定 
理 ， 决 定 4 点 旋转 轴 次 的 基 转 角 0 只 能 取 60"，90"，120"，180"” 
70 360°, Bln RRG, 4, 3, 2, 1. 至 此 , 我们 证 明了 
ERERRUJARIXEUW1. 2, 3, 4, 6. 
现在 ， 我 们 来 讨论 螺旋 轴 的 轴 次 + 对 其 分 数 平移 ?, 的 影 
临 。 考 虑 一 个 n 次 螺旋 操作 {RIr。}， 用 E WAS r HiT n ACER 
作 。 此 时 ， 被 作用 物体 将 转 过 整 整 一 局 360"， 并 沿 轴 向 平移 
"7?。。 最 后 的 结果 和 物体 单纯 的 平移 nr。 HI. ΕΙ, nr , 必 等 于 
转轴 方向 上 最 短 周期 的 整数 倍 ， 即 nr, 为 转轴 方向 的 格 和 拓 。 令 这 
一 方向 的 最 短 周 期 矢量 为 上 t， 则 nf。= Nt， 此 处 入 为 整数 。 这 一 
过 程 可 表 为 
(R|r,)'rz (R|r, {RIT} (R| o) τι} 
-(Rit,J(RI v, -- CR| v, )CRr e 0,) 
-(R|r,)(R|r,)-- (R'r - Re, τι}, (6.3) 
Bir, 平行 于 轴 方 向 ， 所 以 RT, =r. TÆ 
{RIro} r= {RIr {RIr, {Rr + 27,} 
= R'r+nr, 
={R'jnr,}r={1|Nt}r, (6,4) 


所 以 
r,=(N/nt。 (6.5) 


由 此 我 们 看 到 ， 每 一 次 螺旋 
操作 中 的 分 数 平移 都 是 轴 方 
启 一 个 或 几 个 周期 笑 量 的 
r 分 之 一 ， 由 于 zx。 为 分 数 
SEE, MAN «n. 

螺旋 输 的 国际 符号 表 为 
ty, EA VATTRiibW δι, 
3i, δον is 4,, 4,, Ĝis 
δὲ, 6,, Bas θε. 


A [^ 


了 6.3 4 次 螺旋 操作 
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6.3 所 示 是 螺旋 轴 4, 的 立体 图 示 。 假 定 4, 轴 平行 于 c 轴 ， 
并 通过 原点 ， 则 4. 操作 的 赛 兹 算 符 { 玉 1r} 作 用 于 点 r， 有 


图 .6.4 各 种 对 称 轴 的 俯视 图 


{RIr}r = {41(0,0,2))r = {εο011|τι(ο,0,1-}}τ 
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[0 -1 οὐ [9 - 
-|1 0 0 17 +| 0 = x (6.6) 
| ， i 
o 0 ajej |j! t 


B) (x, Y, 2) 点 变换 到 C- y,x,1/4* 2) 点 。 将 4: 操作 继 
续 下 去 ， 则 (x,y,2) 点 经 入 操作 变换 到 (一 x, — y, 1/22) 
点 ， 经 41 操作 变换 到 (y, 一 x,3/4+2z) xà. 最 后 ,经 41 操作 
后 变换 到 (x,y,1+2) 点 ， 完 成 了 沿 e 方向 的 一 个 周期 矢量 的 
平移 。 

图 6.4 所 示 是 各 种 旋转 轴 和 蝎 族 轴 的 俯视 图 ， 图 中 在 一 些 贺 
点 旁边 标明 的 分 数 表明 该 点 沿 轴 向 的 高 度 。 


6.3 ”空间 群 的 基本 对 称 操作 


在 着 手 介 绍 空间 群 之 前 ， 还 需要 补充 一 些 关 于 群 论 的 知识 。 
在 前 面 ， 我 们 曾经 介绍 过 关于 群 的 数学 定义 ， 群 的 阶 ， 交 换 群 ， 
循环 群 ， 母 群 与 子 群 ， 共 轿 类 ， 等 效 点 系 等 概念 。 现 在 ,我 们 再 
介绍 一 下 群 的 同 构 、 同 态 、 正 规 子 群 和 商 群 等 概念 。 

同 构 ”车 有 两 个 同 阶 的 群 GC 和 S， 其 中 元 素 9, 和 3, 一 一 
对 应 ， 技 各 目的 乘法 g, g; = 9, 也 和 S,S =S, 对 应 ， 则 称 Gd 
SIE. jun, ABE(4, 4-2, 4°, 4! EJ MIRER (í, i) = 
-1, i's-i, i*-1) dfi. 

同 态 ” 芳 有 两 个 群 C 和 SS，G 的 阶 大 于 SS 的 阶 ， 每 一 个 元 素 
g 人 对 应 于 一 个 确定 的 s;， 但 反之 不 成 立 ， 与 一 个 S， 对 应 的 有 
若干 个 g9 人， 则 称 G 和 SAS 

同 构 与 同 态 概念 的 实际 意义 在 于 可 以 通过 比较 容易 讨论 的 群 
去 了 解 与 其 同 构 或 同 态 的 群 的 性 质 。 

不 变 子 群 ”如 果 某 个 子 群 由 一 些 完全 的 共 轿 类 组 成 ， 则 称 为 
不 变 子 群 ， 也 称 正 规 子 群 。 例 如 ， 点 群 4122(D,) 中 有 5 个 子 群 ， 
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其 中 只 有 和 群 4(C,) ETETE. 

隔 集 ” 设 玉 是 G 的 不 变 子 群 ， 现 由 G 中 到 一 个 不 属于 刁 的 元 
素 9;,， 用 它 乘 瓦 的 所 有 元 素 ， 所 得 的 集合 称 为 总 的 陪 集 ， 表 为 
g H. BRATR 9;， 它 不 属于 及 ,也 不 属于 οι, ΠΣΕ 
另 一 个 陪 集 gj 态 。 依 此 ， 可 将 G 分 为 一 个 不 变 子 群 和 若干 个 陪 
集 之 和 ， 

商 群 ” 设 妃 为 G 的 不 变 子 群 ， 令 将 G B T EHR ΡΕ ΒΕ 
{5 6.1, {σι Ην, 3 fig H =H, Wo Abg. 79 š 8 
TE, ΠΕΒΕ-ίῇΓι, [ιν [ιν ΠΣΕ, MIEG T TE 
HS BE, SF = G/H, 

空间 群 ” 空 间 群 G 有 无 限 多 个 对 称 操作 ， 是 个 无 限 群 ， 其 中 
所 有 平移 对 称 操作 也 构成 一 个 无 限 群 ， 即 平移 群 全 。 可 以 证 明 ， 
平移 群 了 是 空间 群 G 的 不 变 子 群 。 空 间 群 @G 关 于 平移 群 工 的 商 群 
工 = G/T 不 再 是 无 限 群 ， 而 是 一 个 及 阶 的 有 限 群 ， 对 于 晶体 结 
构 ， 天 的 最 大 值 为 48。 商 群 的 每 一 个 元 素 是 一 个 售 集 07， 商 
群 的 恒 等 元 素 是 了 = g9:T。 于 是 ， 我 们 看 到 ， 重 要 的 是 需要 知道 
Qi» Disco Ga 这 挨个 对 称 操作 ，、 由 它们 可 以 导出 空间 群 的 全 部 
对 称 操作 ， 所 以 它们 就 是 空间 群 的 基本 对 称 操 作 ， 可 表 为 
(R,|t,), ΑΡ i 91,2, h. 

如 果 将 空间 群 对 称 操 作 中 的 所 有 平移 部 分 ， 包 括 上 和 YT， 都 
取 为 等 ， 则 不 仅 将 所 有 平移 对 称 操 作 排除 ， 而 且 将 上 述 基本 对 称 
操作 {RR;17;} 都 变 成 点 对 称 操作 { 怀 ,:10}。 这 个 {R10} 组 成 一 
个 点 群 。 是 32 种 点 群 之 一 ， 表 为 G,， 称 为 空间 群 的 点 群 。 这 里 
要 注意 ， 在 一 般 情 况 下 ，G， 中 的 某 些 操作 不 一 定 是 空间 群 G 的 
对 称 操 作 。 例如， 假定 4:， 即 {4lr(0,0,1/4)}， 是 空间 群 的 一 
个 对 称 操 作 , 由 它 找 到 的 属于 G, 的 操作 是 点 操作 {410} i (4[0) 
不 再 是 空间 群 的 对 称 操作 。 

空间 群 的 点 群 这 一 概念 十 分 重要 ， 它 的 实际 意义 在 于 将 有 个 
基本 对 称 操 作 { 玉 ,jz ,和 一 个 产 阶 的 点 群 联系 起 来 。 于 是 ， 我 们 
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于 清楚 空间 群 的 点 群 之 后 ， 也 就 知道 了 尺 , 是 什么 ， 剩 下 来 还 需 
要 泽 清 楚 的 问题 就 只 是 那些 与 此 相对 应 的 分 数 平移 +r, Τ, Π 
面 ， 我 们 将 通过 一 些 具体 的 例子 来 进一步 理解 这 个 问题 。 需 要 指 
出 ,空间 群 的 请 个 基本 对 称 操作 {R:1r,} 本 身 不 一 定 构成 群 , 但 它 
们 都 是 空间 群 的 对 称 操作 ,而 个 {R;|0} 虽 然 构成 一 个 群 ， 但 它 
们 不 一 定 都 是 空间 群 的 对 称 操作 

ο ο ο σα ΕΒ ἩΧΗΣΞ- “πᾷ 
点 的 一 般 等 效 点 系 ,从 一 个 一 般 点 《%,y,2》 出 发 ,用 户 个 基本 对 
称 操作 {Rri 作用 于 它 ， 得 到 产 个 点 ， 这 即 是 对 应 六 一 个 格 点 
的 一 般 等 效 点 系 。 此后， 空间 群 的 任何 对 称 操作 对 这 个 一 般 等 效 
点 系 作用 、 除 了 导出 与 其 平移 对 称 相关 的 点 之 外 ， 不 会 再 导出 任 
何 痢 的 点 。 因 此 ， 一 般 等 效 点 系 具 有 可 以 完全 描述 空间 群 的 特 
性 。 这 就 是 对 空间 群 的 讨论 为 什么 总 要 归结 到 在 其 图 示 中 给 出 一 
般 等 效 点 系 的 原因 。 

这 里 ， 有 一 点 需要 指出 , 上述/ 个 等 将 点 只 对 应 于 空间 点 阵 中 
的 一 个 格 点 , 它 实际 上 对 应 于 一 个 基 元 。 当 然 ,一 个 等 效 点 还 可 以 
对 应 于 沙 干 个 真实 的 粒子 (原子 . 离子 、 离 子 团 或 分 子 ) ,例如 2 个 
ΝΕ 个 基 元 就 由 nh η ΓΗ ΡΕ. YE AR m, 通常 
用 晶 胞 给 出 空间 群 图 示 ， 这 时 ， 一 个 晶 胞 中 可 能 含有 几 个 格 
例如 点 阵 类 型 为 P，C ， 卫 ，F 的 晶 胞 ， 其 中 一 般 等 效 点 数 
依次 为 有 ，2h，2 有 ,4h。 如 果 一 个 基 元 由 nh 个 粒子 组 成 ， 那 么 ， 
EP, C, 了， 玉 最 胞 中 含有 的 粒子 数 就 是 nh, 2nh,2nh, Anh, 


huy 
— 
可 
Mum 
i»i 


Xy 
Hii 
HE, 


6.4 点 式 空间 群 


现在 ， 我 们 来 讨论 点 式 空间 群 。 在 讨论 之 前 ， 请 读者 复习 一 

下 上 一 章 中 关于 点 式 平面 群 的 讨论 是 很 有 帮助 的 .在 那里 我 

们 将 点 群 对 称 要 素 放 到 格 点 上 ， 讨 论 了 如 何 从 一 个 一 般 点 导出 一 

般 等 效 点 系 ， 又 如 何 从 一 般 等 效 点 之 间 的 关系 找 出 新 增加 的 对 称 
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要 素 。 我 们 还 指出 ， 一 个 晶 胸 中 的 一 般 等 效 点 数 等 于 点 群 的 阶乘 
量 胞 所 含 格 点 数 。 最 后 ， 我 们 还 讨论 了 晶 胞 中 一 些 特殊 位 置 的 对 
称 性 、 特 殊 等 效 点 系 以 及 代表 这 些 特殊 位 置 的 乌 科 夫 符号 。 所 有 
这 些 讨论 问题 的 程序 和 原则 ， 都 可 以 引伸 用 于 三 维 情 况 下 的 空 
间 群 。 

点 式 空间 群 也 象 点 式 平面 群 一 样 ,比较 简单 ,只 要 将 32 种 点 
群 中 的 每 一 种 点 群 和 它 所 属 晶 系 中 可 能 有 的 布 喇 非 点 阵 相 结合 即 
可 导出 点 式 空间 群 。 例 如 ， 点 群 m3m， 属 于 立方 晶 系 ， 而 立方 晶 
RIEP, I, FERRIERE, TE AE 合 可 以 导出 
Pm3m，Jm3m，Fm3m 三 种 点 式 空 间 群 。 其 它 可 依 此 类 推 ， 

下 面 我 们 来 看 几 个 例子 。 图 6.5 所 示 是 空间 群 Pmm2 054838 
图 ， 左 边 是 一 般 等 效 点 系 图 ， 右 边 是 对 称 要 素 配 置 图 。 这 里 ， 坐 
标的 取 法 按 《 国 际 表 》 方法， 原点 取 在 左上 角 ， a 指向 下 ， 指 
HE, e 垂直 于 纸 面 向 外 ， 三 者 按 右 手 规则 配置 ， 

图 6,5 可 以 按 以 下 程序 导出 ， 首 先 ， 将 点 群 mm2 的 对 称 要 
素 放 在 原点 位 置 的 格 点 上 ， 而 对 称 要 素 的 配置 方位 由 其 在 点 群 符 
号 中 的 位 置 决定 ,在 现在 这 个 正 交 最 系 的 例子 中 ,点 群 的 国际 符号 
所 代表 的 特征 方向 依次 为 [100] ， [010] ， [001] 。 所 以， 


6.5 空间 群 Pmm2 图 示 


应 将 两 个 对 称 面 分 别 放 在 垂直 于 a 和 垂直 于 8 的 位 置 ， 将 2 次 对 
称 轴 放 在 沿 c 轴 方 向 .然后 ,在 原点 附近 取 一 个 一 般 点 (αν 2)” 
将 点 群 mm2 的 对 称 操 作 作用 于 它 ， 于 是 在 原点 周围 产 生 4 个 一 
般 等 效 点 ， 这 就 是 点 群 mm2 的 一 般 等 效 点 系 ， 等 效 点 数 等 于 点 
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群 的 阶 。 再 后 ， 引 入 平移 对 称 操作 ， 对 原点 周围 的 这 种 图 形 ， 包 
括 对 称 要 素 的 配置 和 一 般 等 效 点 的 分 布 ， 进 行 平移 对 称 操作 ， 寺 
是 其 它 格 点 处 都 应 有 完全 相同 的 这 种 图 形 。 这 时 ， 我 们 看 到 ，、 晶 
胞 的 每 个 格 点 周围 都 有 4 个 等 效 点 ， 似 乎 等 效 点 系 的 点 数 增加 了 
很 多 . 不 过 ， 这 些 等 效 点 有 些 在 晶 胞 之 外 ， 不 属于 这 个 晶 胸 ， 而 
在 晶 胞 之 内 的 等 效 点 是 4 个 ， 这 才 是 空间 群 Pmram2 的 一 般 等 效 点 
系 的 点 数 。 这 里 也 有 这 样 的 关系 ， 空 间 群 的 一 般 等 效 点 数 等 于 点 
群 的 阶乘 以 晶 胞 中 格 点 数 ， 

在 图 6.5 中 右边 的 图 上 ， 我 们 发 现 除了 格 点 位 置 的 对 称 要 素 
之 外 ， 还 多 出 了 一 些 对 称 要 素 ， 这 些 对 称 要 素 的 产生 可 以 从 一 般 
等 效 点 之 间 的 关系 来 考查 。 

在 以 上 讨论 中 ， 我 们 具体 地 看 到 了 国际 符号 的 优点 ， 它 非常 
清楚 地 告诉 我 们 此 种 空间 群 属 于 什么 晶 系 ， 具 有 什么 桩 的 布 喇 菲 
点 阵 ， 有 哪些 对 称 操 作 是 基本 对 称 操作 。 从 这 些 知 识 出 发 ， 进 而 
了 解 空间 群 各 方面 的 性 质 就 不 会 有 原则 性 的 困难 了 。 而 空间 群 的 
熊 夫 利 符号 则 没有 这 样 的 优点 ,例如 Pmm2 的 熊 夫 利 符号 是 C.，， 
它 只 能 告诉 我 们 这 个 空间 群 的 点 群 是 C,,， 此 外 再 没有 告诉 我 们 
别 的 东西 ， 它 的 上 标 仅 只 是 一 个 编号 而 已 。 

按照 同样 方法 ， 还 可 以 将 点 群 mm2 与 点 阵 C 结合 ， 或 是 与 
7 或 下 结合 ， 于 是 共计 导出 4 种 点 式 空间 群 。 正 交 晶 系 中 还 有 另 
外 两 种 点 群 ，222 和 mmm。 因 此 ， 将 3 种 点 群 和 4 种 布 喇 菲 点 阵 
结合 ， 就 导出 3 x4= 12 种 点 式 空间 群 。 依 此 RE, SARRA 
1x2=2 种 ， 单 斜 唱 系 有 3x2=6 种 ， 等 等 ，7 种 晶 系 共有 66 种 
点 式 空间 群 。 再 进一步 考虑 点 群 对 称 要 素 和 点 阵 之 间 的 取 向 关 
系 ， 我 们 又 能 得 到 另外 几 种 点 式 空间 群 。 例 如 ， 在 正 交 易 系 中 ， 
Ad., Bü C 心 在 布 嘻 菲 点 阵 的 情况 下 是 等 价 的， 但 是 ， 当 它 
和 点 群 mm2 结合 对， 对 于 4 心 或 B 心 ，2 次 轴 平 行 于 ΟΊ, 
对 于 C 心 ，2 次 轴 垂 直 于 有 心 面 ， 所 以 导出 的 空间 群 也 不 ΠΠ. 
于 是 ， 这 里 引出 一 种 新 的 空间 群 4mm2( Bmm2 和 Amm2 等 价 )。 
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依 此 类 推 ，7 种 晶 系 中 共 引 出 7 种 新 的 点 式 空 间 群 。 最 后 ， 总 
导出 73 种 点 式 空间 群 。 

附录 G 中 列 出 73 种 点 式 空间 群 的 国际 符号 ， 其 中 带 星 号 的 
是 在 考虑 了 点 群 对 称 要 素 和 布 喇 非 点 阵 不 同 取向 而 引入 的 新 的 
间 群 。 


4“ 


rS 
= 
T 


6.5 三 斜 品系 空间 群 


从 这 一 节 开 始 ， 我 们 将 依次 介绍 各 种 晶 系 中 具有 典型 意义 的 
空间 群 的 例子 ， 包 括 点 式 空间 群 和 非 点 式 空间 群 。 我 们 的 着 眼 点 
不 是 去 证 明 有 哪些 空间 帮 ， 而 在 于 从 空间 群 的 符号 和 图 示 ， 于 清 
楚 它 们 所 包含 的 内 容 。 也 就 是 说 ， 帮 助 读者 正确 地 FE 解 和 运用 
《国际 表 》 所 提供 的 资料 ， 从 应 用 角度 看 ， 这 当然 更 为 重要 。 至 
于 空间 群 全 部 推导 过 程 的 严格 数学 证 明 ， 那 是 一 项 非常 繁琐 的 工 
作 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 去 查阅 有 关 原 始 文献 ， 不 过 ， 我 们 将 在 后 
盏 介绍 推导 空间 群 的 一 般 原 则 ， 

现在 ， 我 们 首先 看 三 斜 晶 系 。 我 们 知道 ， 三 斜 晶 系 有 两 种 点 
群 ， 即 1C:) 和 IC )， 有 一 种 布 喇 菲 点 阵 ， 即 P 点 阵 ， 所 以 
只 可 能 有 两 种 点 式 空间 群 , 即 PCD 和 PIC 所 .又 由 于 三 斜 晶 
系 空间 群 的 点 群 中 没有 对 称 面 及 高 于 1 次 的 对 称 轴 ， 从 而 不 可 能 
有 滑 移 面 和 螺旋 轴 ， 因 此 ， 三 斜 晶 系 中 没有 非 点 式 空间 群 。 


O+ O+ 
图 6.6 空间 群 P1(C1) 信 视图 


6.6 所 示 是 《国际 表 》 中 第 1 号 空间 群 P1(C1) 的 俯视 
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图 。 左 边 是 一 般 等 效 点 系 图 示 ， 右 边 是 对 称 要 素 配 置 图 示 。 这 是 
一 个 极为 简单 的 例子 ， 晶 胞 内 只 有 一 个 等 效 点 ， 实 际 上 没有 对 称 
要 素 。 在 这 里 ， 为 了 强调 空间 群 是 三 斜 晶 系 的 ， 故 意 将 晶 孢 画 成 
斜 的 。 
图 6,7 所 示 是 《国际 表 》 中 第 2 号 空间 群 PACCO ERES. 
种 空间 群 的 点 群 是 1(C ,)， 有 两 个 对 称 操 作 ， 其 对 称 要 素 是 反 
ἈΠΟ, 将 反 演 中 心 放 在 原点 上 ， 于 是 一 般 点 Oe y, 2 经 反 


演 操作 得 到 
-1 0 Ol x -x 
{1l }r= 0 -1 | Yi=j-y h (6.7) 
0 0 -1 HM -z 


形成 一 个 对 形 点 ( 一 x, y, z)。 然 后 ,经 过 平移 对 称 操作 , 每 个 
格 点 附近 都 有 2 个 等 效 点 ,而 晶 胞 内 也 有 2 个 等 效 点 ,所 以 它 的 一 
般 等 效 点 数 为 2 。 从 右边 的 图 上 ， 我 们 看 到 新 产生 的 一 些 反 演 中 
心 ， Pine T (0,1/2, 0) 的 反 演 申 心 可 如 下 导出 ， 考查 (x, 


EH E 


图 6.7 —€—À ) 俯 视图 
y,2) 5 (-x,l-y, -2) 两 点 之 间 关 系 ， 设 联 系 这 两 点 的 对 
称 操作 为 {flr}， 则 有 


x τα] Ν 0 O x 0 
ns =] 0-1 j yit ; 
z | | 0 0-112 0 


(6.8) 
TERMAH, (R|r) BT (0,1/2,0) 的 反 演 P b. ERR 
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后 一 项 为 附加 平移 7 , 
上 面 只 是 一 个 很 简单 的 例子 ， 但 在 其 它 情况 下 ， 由 两 个 等 效 
点 之 闻 关 系 找 出 相关 的 对 称 操作 {RIr} 及 其 对 称 要 素 所 在 位 置 ， 
可 能 不 象 此 处 这 样 简单 。 现 在 ， 我 们 对 这 个 问题 稍为 仔细 地 讨论 
一 下 ， 设 有 对 称 操作 {jr}， 其 对 称 要 素 不 通过 原点 。 而 原点 到 ， 
此 对 称 要 素 的 矢 距 (和 惟 直 距离 ) 为 d， 则 对 称 操作 {RIT}) 对 一 般 点 
r-(x, y, 2) 的 作用 可 分 为 两 步 进行 ; 将 r 分 解 为 d +ri， 先 
ΒΙΒ|τι} τι 人 作用， 然后 再 加 d。 这 相当 于 将 原点 移 到 对 称 要 
素 上 ， 经 {Klr。,} 作 用 后 再 将 原点 移 回 。 于 是 ， 操 作 过 程 可 表 为 ”. 
{RIr}r={1ld}{RIr,}{1| -dd}r 
=R(r-d)+r,+d 
=Rr+r,+d- Rd, (6.9) 
上 式 右 边 第 一 项 为 点 操作 ， 第 二 项 为 分 数 和 平移， 后 两 项 是 由 于 对 
称 要 素 不 通过 原点 而 引入 的 附加 平移 光 ， 即 
t' - d — Rd, (6.10) 
(R|r)r=Rr+r,+€' ={RIr, 9 tr. (6.11) 
可 见 ， 这 时 的 赛 兹 算 符 中 * 包括 r。 Mr 两 部 分 ，r。 是 分 数 平 
移 ， 其 方向 平行 于 对 称 要 素 ，r 是 附加 平移 垂直 于 对 称 要 素 ， 
并 由 式 (6.10) 决定 。 
由 于 卫 是 点 操作 ， 所 以 它 可 能 是 反 演 、 反映 或 旋转 ， 下 面 分 
列 讨 论 这 三 种 情况 下 的 Y。 和 T*。 
当 卫 为 反 演 时 ， 式 式 (6,10) 为 
τ d-Rd-d-(ild-d«d -2d, (6.12) 
HEB v^ 简单 地 等 于 原点 到 反 演 中 心 条 距 d 的 二 倍 。 如 果 已 
知 附 加 位 移 r'， 则 可 求 得 
d=r’/2, (6.13) 
ΜΗΚΗ, Bid RAS ΗΕ ΙΕ, ΜΕ T 5 Bi 
面 ， 于 是 有 ~ Rd = d， 同 样 得 到 式 (6.12) 和 (6.19) 的 结果 。 
当 丸 为 旋转 操作 时 ， 只 有 玉 为 2 次 轴 才 能 引出 式 (6.12》 和 
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um id 
， 


(6,13) 的 简单 结果 。 当 玉 为 其 它 轴 次 的 旋转 操作 时 ，qg 和 7 都 
垂直 于 旋转 轴 ， 但 它们 之 间 的 关系 式 (6.10) 不 能 简化 。 此 时 ， 
为 了 求 d， 可 由 式 (6.10) 给 出 的 方程 式 求解 。 例 如 ， 设 已 知 


(x, Yaz) m» 1 > x ui REATI 它们 的 对 称 操作 。 


y? 
i 
(R|cr-R| νἰητ-]-- (6.14) 
于 是 
x y 0 010 | 0 
RI yj+r=|-x j«| 1] 2|] -10 0] »|«|] L], 
2 |] 2 
2 2 0 001] z] ιο 


(6.15) 
查阅 附录 C， 可 知 尺 为 e 方向 的 4° 操作。 这 是 旋转 操作 ， 没 有 
滑 移 成 分 ， 即 ,= 0, 所 以 Y=Y' 。 接 式 〈6.10) 写 出 矩阵 方程 


0 d, 01 0 M αι - ἀεὶ 
> -|d,l-|-1 0 old, ο (6.16) 
0j ld, 00 αι) i ο i 
得 
d,-d,-0, 
— (6.17) 


所 以 d, =d,=1/4, dc (1, LL, ο), 最 后 求 得 联系 这 两 点 的 对 


称 操作 是 4 次 旋转 操作 4*( Ci ,对称 要 素 的 轨迹 是 (十 ， 二 ,2)- 


以 上 的 矩阵 运算 中 ， 我 们 将 点 操作 丸 表 为 3x3 和 矩阵 ， 将 平 
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移 f 表 为 列 和 矩阵 。 实 际 上 ， 整 个 赛 兹 算 符 (RIT) 可 以 表 为 一 个 
4x4 和 矩阵 ， 从 而 使 其 运算 过 程 得 以 简化 。 为 此 ， 定 义 
/ δ,, Ria R,,: Τι Ἰ 
(Ra R, Rain 
(R|)- R,, R, ΠΝ t, , (6.18) 
ο ο ο 1. 
EEA 3χ3 EDRR, ἘΒΡΙΣΙ c 矢量 ,但 在 右 下 角 补 一 
个 1， 同 样 ， 矢 量 r 也 扩展 为 1x4 的 列 阵 矩 ， 其 第 4 和 矩阵 元 为 
1 。 按 照 这 样 的 定义 来 回顾 一 下 前 面 曾经 出 现 过 的 运算 式 ， 则 式 
(6,1) 变 为 
(Ririr- [ntio021e (20,3. ,0)}r 


‘~10 | .. Xx 
E 
| 
| 
i 


0107 > EZEJ (6.19) 
| | i 
IEEE | z | 
ο οσο 1. ` 1 J 


SSS As ΝᾺ OLD ERR 
又 如 式 (6.8) ， 可 表 为 
í -x | [πι 0 0 Ο0Ο1Γχ]| 
(Rirjr=j ly> = 0 -1 οι 5 
| 2] 0 0 -1 ofz 
ta d lg ο ο 111 
TRER rje €0,1/2,0) 处 的 反 演 中 心 ， 也 与 式 (6.8) 
结果 相同 。 其 它 依 此 类 推 ，4x4 矩阵 运算 适用 于 各 种 A 兹 算 符 
的 运算 。 Ἢ 
在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 将 尽 可 能 地 采用 这 种 四 阶 矩 阵 的 运算 
方法 。 
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, (6.20) 


6.6 da AX ELSE 


ERRA 2TeWiREPAB (第 一 种 定向 ) 或 C (第 
二 种 定向 ) ， 有 3 种 点 群 XC,)，m(C,) 和 2/m(C,，), 于 是 
有 2x3=6 种 点 式 空间 群 P2(C1),B2(C3), Pm(C1), Bm C135, 
P2/m(C1,) 和 B2/m(C3,)。 由 于 这 种 最 系 的 点 群 中 含有 2 或 
m， 它 们 可 能 用 2 次 螺旋 轴 或 滑 移 面 代 换 ， 从 而 产生 非 点 式 空间 
群 。 在 第 一 种 定向 中 ,反映 面 总 是 垂直 于 主轴 ce 的 ， 因 此 ,由 反映 
面 转换 的 滑 移 面 恒 平行 于 eb 面 。 在 这 个 面 中 ， 可 以 有 0 滑 移 、 
b 滑 移 或 4 滑 移 。 但 a。 滑 移 和 56 滑 移 是 等 价 的， 因为 a 和 b E IE 
意 选 定 的 ， 如 果 将 a RD biR, o 滑 移 就 变 成 5 HB. ET nih 
移 ， 那 也 同 8 滑 移 等 价 ， 这 只 要 重新 选取 晶 轴 矢量 的 取 向 就 行 
了 。 因 此 ， 单 斜 晶 系 中 出 现 的 滑 移 面 只 有 一 种 ， 接 《国际 表 》 的 
习惯 取 法 ， 是 取 为 口 滑 移 。 于 是 ， 单 斜 晶 系 中 的 非 点 式 空间 群 有 
P2,, δι, Pb, Bb, P2,/m, B2,/m, P2/b, B2/b, P2,/b, 
B2,/b。 不 过 ， 它 们 之 中 有 些 是 等 价 的 。 Ἢ 

现在 ， 我 们 举 几 个 具有 代表 性 的 例子 。 | 

(1) B2(C3) 在 《国际 表 》 中 是 第 5 号 空间 群 。 这 是 一 
种 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 2(C ,)， 有 两 个 对 称 操 作 ， 而 已 晶 胞 中 
有 两 个 格 点 ， 所 以 一 般 等 效 点 数 为 2x 2= 4。 图 6.8 所 示 是 空间 
BÉ BACH 的 俯视 图 。 将 2 次 轴 放 在 原点 位 置 , 于 是 不 难看 出 ， 
一 般 点 (x, y 42) £8 2 次 旋转 操作 变换 到 (- x, ~ y,z) 位 置 .再 将 这 
两 个 等 效 点 加 上 平移 矢量 (1/2，0，1/2), 又 导出 两 个 等 效 点 (1/2 
*x,y,1/242) 8 (1/27 x, -yy,1/2+z)。 依 此 类 推 ,不 难 导出 
左边 图 中 所 有 等 效 点 的 坐标 。 最 后 从 等 效 点 之 间 关 系 找 出 新 产生 
的 对 称 要 素 。 例 如 ， 我 们 来 考查 (z, y, 2) 和 G1/2-x,— y, 
1/292) 这 两 个 等 效 点 ， 设 相关 的 对 称 操作 为 {RIr}， 则 由 
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| x | [1-2 (21 00.1 {αὶ 

| 2 2 | | 

E -» 0-100; y 
{Rlrjr={Rlc = 1 > | P 
iz ΓΣ ΤΑ 0 0 14: 2| 
ΠΝ 2 

Jla ) ο 001.1; 

(6.21) 


"IA Ξ [0013 方向 的 2 次 旋转 操作 ， 而 r=(1/2,0,1/2)， 其 
中 与 2 次 轴 平 行 部 分 为 r。= (0,0,172) ,EECEBZT τ’ 7 (1/2,0, 
0 ), 于 是 可 确定 {RIr} 是 [L001 方向 的 2, 螺旋 轴 ,， 而 原点 到 此 
2, ti A BA d = r! /2=(1/4,0,0), XA 2, 轴 已 在 图 6.8 的 A 
图 中 示 出 ， 


图 6.8 空间 群 B2(C3) WAA 


仿 此 ， 可 以 找 出 其 它 新 产生 的 对 称 要 素 。 

(2) BACH 在 《国际 表 》 中 是 第 9 号 空间 群 。 这 是 一 
种 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 m(C,)， 有 两 个 对 称 操 作 ， 而 也 晶 胞 
有 了 两 个 格 点 ， 所 以 此 种 空间 群 的 一 般 等 效 点 数 为 4 。 图 6.9 所 示 
是 空间 群 B6 (C1) 的 俯视 图 ， 这 里 取 纸 面 为 6 滑 移 面 。 于 是 ， 在 
b 滑 移 操作 下 ， 由 一 般 点 (Xx ，y 了 ，z ) 导出 (x,1/2 y, — 2). 
再 作 BB 心平 黎 ， 又 得 (1/2+x,y,1/2+2) 和 (1/2+x,1/2+y， 
1/2-2) 。 其 余 等 效 点 的 坐标 仿 此 可 一 一 导出 。 最 后 ， 我 们 的 问 
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题 还 是 要 找 新 产生 的 对 称 要 素 。 例 如 ,考查 (x,y，z) 和 (1/2+2%， 
1/2+y，1/2-2) 之 闻 的 的 关系 , 令 想 关 的 对 称 操作 为 
{Rir}, ΠΒ 


Or 
i N 71 mA m 
| x 1 一 十 X d 0 0 — | x 
ΠΠ 2 | 
za 1 | 
GI izt 1 925171 wa 
| | | 
| 1 1 | 
-一 一 | 一 — | z 
| z | 2 z 0 0 2 | 
6125 17:00 091717 
TIN ΕΤΕ ΚΕΕΠ mp001], Πῆτ, (1/2, 1/2,0), τ’ = 


(0, 0, 1/2). πλ Κ|τ) R n iB B ER θε, 滑 移 面 的 高 度 为 
(1/4)ο. 
(3) PZ/b(Ci,) de (BERK) "AE 25Η. xx 
也 是 一 种 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 2/m(C:s)， 空 间 群 的 一 般 等 
效 点 数 为 4 。 图 6.10(a) 所 示 是 空间 群 P2,/b(C 2) 的 俯视 图 
的 一 种 ， 这 里 ， 取 2, 80 b 滑 移 面 都 通过 原点 。 与 前 面 两 例 相 
f, E (x, vy, 2) 点 出 发 可 导出 (一 x， τν 1/23 2) (4) 
1/2+ y, ~z), (7 x, 1/2- y, 1/2-2) 一 些 等 效 点 。 在 考查 
(x, y, 2) Rü Cox, 1/2- y, 1/2-2) MAZ X 系 时 ， 我 
们 发 现 有 i 
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‘XY τα -1 0 00wvx 

| E | 
| | : 
y! -y | 0-1 ο 

(Ri) 52 = 21 , (6.23> 
| i : 1 E 
al La! i| 
Ka 2 7| 0 0 1 2 | € 
|. 0 0 0141" 


可 见 ， 在 d=(0，1/4，1/4) 处 有 反 演 中 心 。 在 《国际 表 》 中 ， 
通常 是 将 反 演 中 心 所 在 位 置 取 为 晶 胞 的 原点 ， 于是, 空间 群 


| Ld 
---β--ο--ῤ--οι 
4 


图 6.10 空间 群 P21/b(C25) 俯 视图 


P21/b(C,;) 的 图 示 变 为 图 6,10(b), 这 是 《国际 表 》 的 惯 用 表示 
法 ， 这 时 2, 轴 离 开 原点 沿 方向 移动 了 1/4)b, b 滑 移 面 也 离 
FRAR c 方向 升 高 了 〈1/4)c。 
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从 以 上 3 个 例子 ， 我 们 大 到 讨论 妈 过 程 总 起 来 说 是 两 步 ， 先 
是 由 空间 群 的 国际 符号 出 发 导出 一 ΑΓ 
间 关 系 技 出 新 产生 的 对 称 要 素 。 后 面 我 们 将 讨论 芍 其 它 唱 系 的 空 
— s 旦 仍然 是 这 两 步 。 
附录 日 给 出 230 种 空间 群 总 表 ， 属 于 单 针 最 系 的 有 13 Ἄβας 
间 群 ， 其 中 点 式 空间 群 6 ΤΙ, 3 Miete) 7 fh. 


6.7 IE dh £ Z B| EE 


正 交 晶 系 有 3 种 点 群 222(D,)，mm (Ον mmm(D, ,) 和 
4 种 布 喇 非 点 阵 己 ,C (或 4 或 8) ，7， 玉 .在 组 焉 空间 群 时 ， 2 可 
ARKH, mE RiR, b, c, nR d AE. HETER 
能 的 不 同 组 合 ， 一 共 导 出 58 种 空间 群 。 下 面 ， 我 们 举 出 3 个 空间 
群 的 例子 来 讨论 ， 每 个 例子 对 应 于 一 种 点 群 ， 
(1) P2,2,2,CD3). 在 《国际 表 》 中 是 第 19 号 空间 群 。 这 
是 一 种 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 222(D,) ， 空 间 群 的 一 般 等 效 点 
数 为 4， 图 6,11 所 示 是 空间 群 P21212, CDI S ELE. TRAIN E i) 
国际 符号 ， 可 知 晶 胞 是 P， 在 a，686，c 方 向 上 都 有 2, 轴 。 值 得 注 
意 的 是 ， 这 3 个 2; 轴 互 不 相交 ， 并 且 都 不 通过 原点 。 
现在 ， 我 们 来 考虑 各 2, 轴 作用 于 一 般 点 (x，y，2) 的 结果 。 


afi 


Be αἲπ 


图 6,11 空间 群 P21 2:2 (D; *) rst 
根据 式 〈6.11)》 , ΑΠΕ ΕΣΣΕΝ, MÜUTp— 
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个 附加 位 移 == τὰ. 对 于 此 处 的 3 个 2; M, In (510). 


a(o vL) (Lo, yemeda tero) (0.0) 


10,0,). 于 是 ， 我 们 不 难 写 出 以 下 公式 


πο ος. [-1903|τ.(-5.,0,0) +r (0,4 D 


f 1 1 

|! 0 0 > x 2** | 

| 1 |4 | 
-| 0 -1 0 || - 2 y, (6.24y 
L 0 -1 οἱ Z | -2 

NU 0 0 1/51 1 c 


ain se (Lex Lo», cz) ioo», mn 
: αμ 1.ο]π[ί-α,- 
0,2), Rs NR αρ nme 
lez). 这 是 两 个 位 于 蝇 胞 之 外 的 点 ,不 过 , 沿 轴 方向 做 平移 即 可 
πα ο ας ο ος 


1-y,l4z). 这 样 ， 我 们 就 导出 了 位 于 晶 胞 之 内 的 4 个 一 般 等 


效 点 。 
读者 可 能 会 感到 琳 怪 ， 为 什么 这 3 个 螺旋 轴 不 相交 呢 ? 现在 
我 们 来 分 析 一 下 这 个 问题 。 假 定 有 两 个 相互 垂直 的 2, 轴 彼此 离开 
n/2 坐 标 距 离 , 例 如 一 个 是 通过 原点 的 21(X,0,0) , 另 一 个 是 2,《0>、 
yy,8/2)， 则 它们 之 积 对 一 般 点 (x,y，2z) 的 作用 是 
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m (x,0,0)) (2, (0, y n/2))r 
| = |25i00|r,(3 ip D 2[010]|* (9.1. ο)» +T (0,0 ,和 


f1 0 ο LNf210 οσο, κ 


| ME 
i | 
0 -一 P 
= | 2 |! | 
0 -1 0 | 00-1n| 2 
0 0 0 1/\ 00 012 1, 
Í 0 if _ x í ix 
Ë 0 P | ΠΕ 
i | 1 | _1 
N 一 0 0 1 — + I — —— y 
=° τ 117 = 2 
| -1 0 i nz | — n + z 
\ 0 17^ 1 75 1 / 
7 1^ ` 
| = c 4 X. 
n 1 0 O 2 | 
| 1 | 
= 0 -1 0 -3 | ={RIr)r. (6.25) 
| | 
| 0 0 1 -n IM 
0 0 0 . τι) 


上 式 的 赛 效 算 符 {RIr} 是 否 为 点 式 对 称 操作 ，、 这 要 视 %# 的 取 值 而 
1. n 的 取 值 只 有 两 种 可 能 ， 或 为 零 ， 或 为 1/2， 因 四 阶 矩 阵 的 
左上 角 已 表明 它 有 [5001] 方向 的 2 次 旋转 操作 。 

车 %= 1/2, 则 式 (6.25 ) 的 结果 是 导出 2 次 螺旋 轴 21(1/4, 1/4， 
z)， 这 正 是 P21212.(D) 中 第 三 特征 方向 的 2, 轴 ， 注 意 ， 因 为 我 
们 在 这 里 取 的 2,(x,0,0) 通 过 原点 ,相当 于 将 圆 6.10 中 原点 没 6 方 
向 移动 了 (1/4) 58， 所 以 现在 导出 的 2 01/4, 71/4, 22 EXE] 6,10 
中 的 2 (1/4. 0, 2). 

若 n=0， 则 式 (6,18) 的 结果 是 导出 2 次 旋转 轴 2(1/49 i 
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~1/4，2z)， 这 是 通过 (1/4, 一 1/4,0) 点 的 2 次 轴 ， 由 此 得 到 的 是 

一 个 新 的 空间 群 P2,2,2(D2)， 其 中 前 两 个 特征 方向 的 2, 轴 相 交 
于 原点 ， 但 第 三 特征 方向 的 2 次 轴 与 前 两 个 2, 轴 都 不 相交 。 在 
《国际 表 》 中 ， 通 常 取 2 次 撮 通 过 原点 ， 于 是 3 个 特征 方向 的 对 
E 素 依次 EH 2ι(χ., 1/4, 0)，2;(1/4，y，0) 和 2(0,0,2)。 
图 6.12 Pr sz (Hs rhzIRHBEP2,2,2(0D20 的 图 示 。 这 是 
《国际 表 》 中 第 18 号 空间 群 ， 


图 6.12 空间 群 P21212(D3z) 俯 视图 
同样 的 分 析 也 适用 于 把 P2,2,21(D2) 和 P21212(D3) 加 上 体 
心 的 情况 。 对 于 前 者 ，3 个 晶 轴 矢量 方向 都 出 现 新 增加 的 2 次 
轴 ， 但 它们 繁 此 不 相交 。 导 出 的 是 第 24 号 空间 群 72,2,2, (002), 


图 6.13 空间 群 l212121 (Da ") FERE] 


如 图 6.13 所 示 。 对 于 后 者 , 沿 a 和 8 方向 得 到 和 原 有 的 c 方 向 2 次 
轴 相 交 于 一 点 的 两 个 2 次 轴 ， 洛 c 方 向 得 到 和 原 有 的 a 和 方向 两 
个 2, 轴 相交 于 一 点 的 2; 轴 ,导出 的 是 第 23 号 空间 群 1222005) ,如 
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186.1495. 

注意 ， 这 两 种 空间 群 都 有 3 PERREN 2 次 旋转 轴 和 3 个 
互相 垂直 的 2, 螺旋 轴 ， 区 别 在 于 互相 垂 次 的 2 次 轴 是 否 相交 于 一 
点 。 如 果 相 交 ， 则 为 点 式 空间 群 , 这 是 7222( 厂 的 情况 。 此 外 ， 


1 
4 
图 6.14 空间 群 1222(D28) 依 视图 


空间 群 的 国际 符号 要 和 它 作 为 点 式 空间 群 的 性 质 一 致 ， 所 以 国际 
符号 中 不 应 出 现 非 点 式 对 称 要 素 的 符号 。 相 反 ， 如 果 相 互 垂 直 的 
2 次 轴 不 相交 ， 则 不 能 构成 点 式 空间 群 ， 而 是 非 点 式 空间 群 ， 这 
时 ， 它 的 国际 符号 应 取 为 72,2:2; 而 不 能 取 为 7222， 这 也 是 为 了 
使 国际 符号 和 它 作 为 非 点 式 空间 群 的 性 质 一 致 

(2) Pna2,(C,2) 在 《国际 表 》 中 是 第 33 号 空间 群 。 这 也 
是 一 种 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 mm2(C,,)， 空 间 群 的 一 般 等 效 
点 数 为 4 。 图 6.15 所 示 是 空间 群 Pra2, (C:o) 的 人 入 视图。 空间 群 


6.15 空间 群 Pna21i (Czvs) 俯视 图 
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的 布 喇 非 晶 胞 是 已 晶 胞 , 3 个 特征 方向 的 对 称 要 素 是 n(1/4,y ,2)。 
à(x,1/4,2)8102,(0,0,2), 作用 于 一 般 点 (xyy 2) 的 结果 是 
(n(1/4,y,2))r- (m[100]|7,(0,1/2,1/2) * t (1/2,0,00]r 


f-1 ο ο iW 


(1. 
2 |) 117] 
ο 1 0 L|» T+) 
= 2 = 2 5, (6.26) 
1 1... 
0 0 1 2 z | 7 +z | 
N 0 ο 0 1/51/ V 17 
(a(x,1/4,2))r * (m[0107| 7,(1/2,0,0)  £/ (0,1/2,0)) 
"a 1 ᾿ - . (61 D 
1 0 0 > x | Kas | 
1 i i 1 _ | 
4,0 710 στι 27 | (6.27) 
0 0 1 0 E | z J 
N 0 ο 0 1/31 ^ 
(2,(0,0,z))r=(2r001l|r(0,0,1/2)+t8'(0,0,0))r 
(71 0 0 0 X 、 -x 
0-1 ο oby -» 
0 ο 0 1/ 1^ 1 


最 后 一 个 点 位 于 晶 胞 之 外 ， 为 了 移 到 蜡 胞 之 内 来 ， 可 作 平移 a + 
5， 变 为 (1-x;1- y, L - 2). 于 是 ， 我 们 导出 晶 胞 内 4 个 点 的 


(X,Y,Z), (1--1-ν, Lez); 
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(+a y, 2), (17. 1— v, l-:). 


这 就 是 图 6.15 所 示 晶 胞 中 的 4 个 点 ， 是 空间 群 Pra2,(C。:) 的 一 
般 等 效 点 。 

(3) Fddd(Dij) 在 《国际 表 》 中 是 第 70 号 空间 群 。 这 是 
又 一 种 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 mmm(D,,)， 空 间 群 的 一 般 等 效 
点 数 为 8x4= 32。 图 6.16 所 示 是 空间 群 Fddd( D34) 信 视图， 这 
个 图 初 起 看 来 觉得 挺 复 杂 ， 其 实 ， 只 要 我 们 抓 住 它 的 几 个 主要 特 
征 ， 问 题 就 不 复杂 了 。 

首先 ， 由 于 点 群 是 mmm(DD,;)， 所 以 它 应 是 中 心 对 称 的 ， 从 
图 上 可 以 看 到 ， 在 ( 寺 ， 汪 ， 去 ) 等 处 有 反 演 中 心 。 

其 次 ，3 个 特征 方向 上 都 有 金刚石 滑 移 的 符号 ， 表 明 在 垂直 


于 ay,p,c 的 方向 上 ， 都 有 金刚 石 滑 SIN, 现在 ， 我 们 取 垂 直 于 
c 高 度 为 c/8 的 一 个 a 滑 移 面 为 例 ,看 一 看 它 对 一 般 点 A(x, ν,2) 


作用 的 结果 ,这 个 d 滑 移 的 算 符 表 示 为 {d(x,y， 131, movi 


OO- +0 Oi +O O- 


jb se]: 
[o Oi- 
° Οὐ» 
£ O- 


(q) BYE (£ Σά) PPP Tal 9T9 Hi 


foi Ho $ x 

1 | | | | 
F — — > 4- — -— —+ 
了 + 一 一 一 ~ 
. 48Η ΛΗ. ， | 
pda 4d futu d- 
T ED O | ; 
, "Ur 
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Ue opener [eed] en) 


M 
3 
EN 


a9 9 qp utm 
ο 1 1 l|») iy 

- 4 | = HE" (6.29) 
0 0 -1 了 +-z 

"0 0 o 1/N1/ 1/ 


xe Pd rp. B 4x. 于 是 我 们 看 到 ,这 种 滑 移 操作 使 一 般 点 移 向 纸 面 
外 并 移 向 图 的 右 下 方 。 图 的 右上 方 给 出 此 种 d 滑 移 的 图 示 符 号 ， 
箭头 表示 移动 方向 ， 数 字 1/8 表 示 滑 移 面 的 高 度 。 接 着 下 去 ,用 di 
滑 移 对 B 点 作用 ， 可 以 继续 得 到 其 它 的 一 些 点 。 对 于 另外 两 个 特 
征 方向 的 d 滑 移 ， 可 以 仿 此 进行 推导 。 

此 种 空间 群 的 布 喇 菲 晶 胞 是 及 晶 胞 ,每 个 面 心 位 置 都 有 格 点 ， 
因而 对 已 有 的 等 效 点 作 平 移 (a + b)/2,(b +ec)/2 或 Ca +c)/248 


得 到 等 效 点 。 例 如 ， A mealg ταν y, +z), n 
图 中 的 C 点 ， 


现在 ， 我 们 来 看 B(1/4+x，1/4+ y, 1/4- 2:8COJ/2 + x, 
3》;1/2 +2) 两 点 的 关系 。 设 (Rir) 为 其 间 相 联系 的 对 称 操 作 ， 即 


{Rr|} (+-+ x, l4 y, --α)]-(---τανγ, Lez). (6.50) 


4 4 2 
用 三 阶 和 矩阵 写 出 上 式 为 
“dy +x 
E 2 
工 +y |+r= | 
Rz? Xo (6.31) 
二- 工 +z 


1 1] ΄ 
i 4 | 
R di 47210 + y |. (6.32) 
- 工 l| | 
N z) 4 3 ΙΖ, 
1 0 0 
Β-]ο 1 ; (6.33) 
0 ο -1 
IA, RAEM]. dx (6,33) RAR (6,52), 18 
1 1 4 RU 1 
2 4 2 10 0 4 ηλ 
- p ii|. - 上 | | i. 
tz| 0 -R "ilis 0 0 1 0 4 |= 4 ， 
1 工 4 - 1 3 
p 4 2 0071 4 4 
(6,34) 


其 中 r。= (1/4, —1/4,0), τ’ = (0,0,3/4) ,所 以 ， 最 后 得 


(RIr) =Í mtoo] (1, - š, 3 ae». 3). (6.35) 
这 是 高 度 为 (3/8)e 的 d 38 2 rai. 
A (6,30) 也 可 以 用 四 阶 和 矩阵 写 为 


R, Ra R τι les lex 
R. Raa Ra, τε] -»γ y 
4 - ; (6.36) 
ζει R,: R,, τη ll. l.2 
4 | 2 
0 0 0 1 1 Va 
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比较 上 式 两 边 的 变量 部 分 ,是 由 (x, y, 一 DAR 操作 变换 到 (x, y， 
z), BrEAR NzXé m5001]， 即 


1 0 0 
R= 0 1 0 |. (6.37) 
0 0 -1 


RAR (6.36) ， 并 将 左边 展开 ，. 得 


( 1l κά γτι liy 
4 2 

| (| 

| 工 +y+r， y 


4 - ， (6.38) 
-lizen i1, 
4 ΝΕ 
1 17 
所 以 
τι-(1τα)-(} τσ αν | 
nit ?)= - 才 ， (6.39) 
r, = 31) 
Hp 
r=(4, -i, 3). (6.40) 
最 后 得 


{RIr} = (mp0011[r(1/4, ~ 1/4,3/4)) 

| | = (d(x, y,3/8)), (6,41) 

与 式 (6,35) 相同 。 
6.8 四方 晶 系 空间 群 


四 方 晶 系 有 7 种 点 群 4(C,), 4(S.),4/m(C,,), 42200, 
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4mm(C,,), j2m(GD,,), 4/mmm(D,,)f 2 fi ΜΙΞΕ ΠΙΕΡ, I, 
将 7 种 点 群 和 2 种 布 喇 非 点 阵 互相 组 侣 ， 并 考虑 到 非 点 式 操 作 ， 
我 们 共 导 出 68 种 四 方 晶 系 空间 群 。 下 面 ， 我 们 举 出 5 种 空间 群 为 
例 来 讨论 ， 其 中 前 3 个 例子 对 应 于 点 群 4(C ,)。 

C10 PAQCIHRIPAQQTIOÓ 在 《国际 表 》 中 是 第 76 号 和 78 
号 空间 群 。 这 是 两 种 相当 简单 的 空间 群 ， 只 要 将 4, 和 4, 分 别 放 
在 己 唱 胞 的 格 点 位 置 上 即 可 ， 它 们 的 傅 视 图 分 别 示 于 图 6.17(c) 
和 (5) .因为 空间 群 的 点 群 是 四 阶 的 4(C,)， 晶 胞 是 已 ， 所 以 空间 
群 的 一 般 等 效 点 数 为 4x1= 4。 


6.17 空间 群 P41 (C4?)P43(C41) 俯视 图 
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对 于 P4,(C4)， 将 4, 连 续 作用 于 (x,y,z) 点 ， 并 将 晶 胞 外 等 
效 点 经 平移 操作 移 到 晶 胞 内 来 ， 不 难 找到 这 4 个 等 效 点 的 坐标 。 


根据 各 等 效 点 之 间 的 相互 关系 ， 我 们 也 不 难 找到 轨迹 为 (二 ,二 ， 
n ` 1 1 ZE +L 
z ) 的 4 加以 及 轨迹 为 (十 ,0,z) 和 ( 0, 十,z) 的 2, 轴 。 值 得 指出 的 


是 ， 所 有 4 次 螺旋 轴 都 是 平行 于 c 方向 的 右 螺 旋 轴 ， 因 而 具有 这 
种 空间 群 的 晶体 必然 表现 出 一 定 的 右 螺 旋 性 ,例如 ,对 于 沿 c 方向 
通过 晶体 的 偏振 光 表 现 出 右 旋光 性 ,使 偏振 光 的 偏振 面 发 生 右 旋 。 

P4,(C1) 与 P41(C?) 类 似 ， 但 所 有 4 次 螺旋 轴 都 是 左旋 的 ， 
因而 具有 此 种 空间 群 的 晶体 表现 出 左旋 性 质 。 这 两 种 空间 群 组 成 
一 对 对 形 空间 群 。 对 于 某 一 特定 物质 ， 可 能 结晶 成 这 两 种 空间 
群 的 某 一 种 ， 而 这 两 种 晶体 的 区 别 仅 在 于 它们 表 现 出 相反 的 旋 
光 性 。 

(2) P4,(C3) 在 《国际 表 》 中 是 第 77 号 空间 群 。 和 前 两 
种 空间 群 一 样 ， 一 般 等 效 点 数 也 是 4 。 图 6,18 所 示 是 这 种 空间 群 
的 销 视图 ， 它 是 将 螺旋 轴 4, 放 在 格 点 位 置 而 导出 ， 但 它 与 前 两 种 
空间 群 不 同 ， 这 里 没有 螺旋 性 问题 ， 因 为 4, 是 中 性 的 螺旋 轴 。 


图 6.18 空间 群 P42 (C3) 俯视 图 


(3) P421m(D,3) 和 P4652(D,;) 在 《国际 表 》 中 是 第 113 
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号 和 117 号 空间 群 。 这 两 种 空间 群 的 点 群 都 是 8 阶 的 42m(D,,)， 
布 喇 菲 晶 胞 是 已 ， 所 以 空间 群 一 般 等 效 点 数 为 8&x1= 8。 
我 们 先 来 讨论 乙 42 ,mm( 忆 ,3 ,其 俯视 图 如 图 6.19 所 示 .。 首先 ， 
将 4 轴 放 在 原点 位 置 ， 用 它 作用 于 一 般 点 (x, y, z)， 可 导出 原 
点 周围 的 4 个 点 为 (y, 2), (— y, x, =z), (-x,-y,2) 和 
(πα, 一 2)。 将 这 4 个 点 经 平移 操作 ， 导 出 每 个 项 角 格 点 周 
围 同样 排 布 的 4 个 等 效 点 .于 是 ,由 位 于 晶 胞 内 的 4 个 等 效 点 之 间 
的 关系 ,不 难 导出 位 于 晶 胞 中 心 位 置 的 另 一 个 4 轴 。 唱 胞 内 4 个 等 


6.19 空间 群 PI21m (D3 2) 俯视 图 


2C 点 是 (x,y,2),(1— 了 9X9 -2),(1-x,1- y.z)(y,1 =X, -2). 
由 前 两 个 点 ， 我 们 令 {&Rlr} 为 其 间 相 联系 的 对 称 操作 ， 即 


x 1-»] b -1 0 1ifx 
(Rio -| «|Ο ο ο on. (8.42) 
z -z | P 0-1 ο) 
1 1410 0 ο 1JL 1 
所 以 
[ο -1 ο 1 
1 0 0 0 _ 
{RIr} = 1 = {4[001]1r(1,0,0)}， (6.43 
) 0 0-1 οἱ (4L001]|r( ^ { ) 
0 ο ο 1l 


4 ΙΚΑΙΗΜΑΓΟΟ11, HERH = (1,0,0) 决 定 ,根据 式 (6.10) 
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KERE 值 的 方程 为 


1 dj] 10 -1 0ial] [di +d] 

0 |=|a， Γ 1 0 0Old,|-|d,-d,|, (6.44) 

.0 d, 0 .0 -11id. 2d, | 
med-(l, 1,0) wi asse mR( 1, t z). 


其 次 ， 我 们 将 第 二 特征 方向 的 2 螺旋 者 放 在 (x, 士 ,0) 位 置 ， 


并 用 它 作 用 于 原点 周围 的 4 个 等 效 点 ， 于 是 导出 位 于 晶 胞 中 心 区 


域 的 4 个 新 的 等 效 点 (六 tx 二 -yz) (地 -> + >z), 


(二 -x+ 2 一直 (十 + 7， 二 +%oz 让 从 图 上 我 们 立即 可 看 到 ， 


这 4 个 点 同 原点 周围 的 4 个 点 还 存在 反映 对 称 关系 ， 例 如 ,(% 
xz) R(L-» ο οκ αμα. 
出 方程 


Y fi- - HN 
x zT? 0 -1 0 ú 
(RIO y |=| 3-*|=| -1 ο 0 + y, (6.45) 
|] 2 0 1 0 ? | 
1 00 1/51] 
于 是 得 
f - 1 
0 og 
{RIr} =| ~1 00 t = f mao|r( (+ i ο)} 
2 22" 

0 10, 
N 0 0 17 
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-{ m(x τανκ). - (6.48) 
这 正 是 第 三 特征 方向 的 对 称 要 素 反 映 面 ， 其 轨迹 为 (x, 二 一 x,z)， 
到 原点 的 距离 为 了 (a + 6). 这 个 n 反 映 面 也 可 由 前 两 个 特征 方向 


的 对 称 操作 连 乘 得 到 。 如 果 我 们 令 
{Ri|r,}= DIOS) = 2[100] 


r (10.0) + ΠΟ D 


{Ra |T} 9 (4(0,0,2)) = (4[0017|7,(0,0,0)), 
则 


| 
e 
e 
το] toj 


ce 


{R Ir: HR:lr,}=| 9 71 


e 
° 
| 

= 
© 
© 
e 
= 
e 


[ 1 
0-1 0 
2 
4-1 0 0 
| 2 0 
0 0 


mile ^ 9 t 


—— 
š 
a O = 
ἐς 


-{π10}{4.,5,ο)᾽- 


这 正 是 m(x, 邯 - xz)。 我 们 这 里 又 一 次 看 到 ， 空 间 群 符号 中 给 


-x,z)}. (6.47) 


出 的 特征 对 称 要 素 并 不 都 是 母 操作 ， 这 里 的 母 操作 只 是 3 和 2，， 
除了 上 述 对 称 要 素 之 外 ， 我 们 还 可 以 导出 轨迹 为 (0,z) 和 
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(0, 去 ;z) 的 和 2 次 旋转 加， 以 及 轨迹 为 (x,1~x*,2) 和 (x,x,2) 的 


滑 移 面 。 但 这 种 滑 移 面 是 一 种 特殊 的 滑 移 面 ， 其 滑 移 方向 不 是 沿 
a 或 b， 所 以 不 是 轴 滑 移 ， 而 滑 移 也 没有 c 方向 分 量 ， 所 以 也 不 
是 对 角 线 滑 移 ， 这 种 滑 移 面 没有 字母 符号 ， 只 在 俯视 图 中 给 出 其 
位 置 。 


(b) P462(DT,) 


图 0.20 空间 群 Ci2b(D24) ἘΠ P3b2(D2 2) 俯视 图 
以 上 是 将 第 二 特征 方向 的 2, δὲ 旋 轴 放 在 原点 之 外 位 置 的 情 
况 。 现 在 我 们 要 问 ， 如 果 让 2, 螺旋 轴 通 过 原点 ， 情 况 将 如 何 呢 ? 
这 时 ， 导 出 的 结果 如 图 6.20(c) 所 示 。 我 们 发 现 ,这 是 一 个 由 16 个 
一 般 等 效 点 构成 的 C 心 晶 胞 ,其 空间 群 符号 为 C42,5(D,;)， 由 于 
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在 平行 于 2;, 轴 的 方向 上 有 2 次 旋转 轴 ， 所 以 这 种 空间 群 也 可 以 表 
为 C426(D,?)， 而 这 正 是 《国际 表 》 中 习惯 采用 的 符号 。 仔 细 研 
究 一 下 这 种 C 心 晶 胞 ， 我 们 还 发 现 ， 如 果 将 ea Rb 轴 重 新 选取 ， 
以 两 个 对 角 线 方向 〈a 士 B) 和 (b+ a) 为 新 的 a bh. Wr 
得 到 PP 晶 胞 ， 而 第 二 和 第 三 特征 方向 对 译 。 于 是 ， 空 间 群 符号 变 
为 P4562(D,?)， 如 图 6,.20(6) 所 示 ，。 

实际 上 ， 因 为 四 方 晶 系 的 晶 胞 有 也 C 和 ΤΕ 的 转 dx 
系 ， 它 们 的 空间 群 国际 符号 都 有 两 种 表 示 方 法 。 这 里 的 Pa4b2- 
C42b 是 一 个 例子 。 读 者 可 以 自己 论证 一 下 ， 前 一 个 例子 P42 m 
本 以 转化 为 C4mr2,。 此 处 ， 我 们 看 到 ， 由 于 轴 矢 坐标 系 的 取 法 不 
同 ， 同 一 种 空间 群 出 现 不 同 的 国际 符号 ， 这 是 在 使 用 国际 符号 时 
需要 注意 的 问题 。 不 过 ， 同 一 空间 群 的 能 夫 利 符号 是 不 变 的 ， 它 
是 用 空间 群 点 群 的 符号 加 上 右上 角 的 序号 而 来 ， 与 坐标 轴 的 选取 
方法 无 关 。 


6.9 =J ü # #7s Jr da ΜΕ ΙΤ 


三 方 晶 系 和 六 方 晶 系 空间 群 的 导出 ， 原 则 上 没有 更 多 的 国 
但 这 里 用 的 是 六 角 坐 标 轴 ， 在 具体 推导 时 需要 予以 注意 。 
在 这 里 ， 我 们 首先 需要 再 仔细 地 考察 一 下 六 角 坐 标 轴 系统 。 
图 6.21 所 示 是 ap 平面 的 晶 轴 矢量 配置 ,ec 与 2 交 成 120" 角 ，e 3sE 
ΕΤ eb 平面 。 在 这 样 的 斜 坐 标 系 中 ， 空 间 一 点 的 坐标 (x, y, 2) 
由 平行 六 面体 的 边 长 决定 ， 其 中 x=O4，y = 0ODB， 是 平行 四 边 
形 的 边 长 ,如 果 有 一 个 沿 c 轴 通过 原点 的 6 光 旋 转轴 作用 于 (x, y ,2) 
点 ， 即 图 中 尸 点 ， 它 将 被 变换 到 P 点 ,由 图 上 可 以 看 到 ,三 角形 
AA 了,PQ4 ,BQP’ , BB: Ρ’ 者 是 顶 角 为 60^ 的 等 边 三 角形 ， 于 
RAON =04-44 =04- AP -OA- OB- x- y, OB = OB 
+BB’ = AP + QP: = AA! + QB = AA 4 O= OA S x, BEAP/ 
点 的 坐标 应 为 (x- y,x,z), Bi Pm Pr 两 点 ， 我 们 可 以 仿 前 有 求 
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难 


~ 


出 6 吹 旋 转 操作 的 矩阵 。 作 方程 
x— y 
x 


M 
(6(0,0,2)] 


pr 


1 0 
(6(0,0,z)) = 1 0 0 
0 1 


z 
"I 


«ad 


P (x, yz) 


图 6,21 六 角 坐 标 系 中 的 点 操作 

这 里 ， 我 们 看 到 ， 不 为 零 的 矩 阵 元 素 有 4 个 ， 不 象 前 面 讨 论 
过 的 其 它 晶 系 中 ， 点 操作 和 邱 阵 有 3 个 不 为 零 的 矩阵 元 素 。 这 是 专 
用 于 六 角 坐 标 系 的 点 操作 矩阵 的 特点 。 不 过 ， 在 六 角 坐 标 系 情况 
下 ， 也 有 一 些 点 操作 矩阵 只 有 3 个 不 为 零 的 矩阵 元 素 。 当 然 ， 不 
管 是 哪 一 种 形式 ,矩阵 的 绝对 值 都 等 于 1 ,因为 它们 都 是 么 矩阵 。 

附录 CC 中， 我们 列 出 了 六 角 坐 标 系 中 的 各 种 点 操作 矩阵 ， 其 
中 只 适用 于 六 角 坐 标 系 的 操作 矩阵， 我 们 则 在 它 的 那 一 行 开头 给 
出 一 个 标记 “《 互 ?”。 而 没有 给 出 标记 的 点 操作 矩阵 中 ， 也 有 一 些 
是 可 用 于 六 角 坐 标 系 的 。 

现在 ， 我 们 来 讨论 三 方 晶 系 中 的 空间 群 。 三 方 晶 系 有 5 种 点 
群 3 ,3，32，3m，3m 和 2 种 布 喇 菲 点 阵 书 与 尺 。 将 这 5 种 点 群 
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和 2 种 布 喇 菲 点 阵 相 组 合 ， 并 考虑 到 非 点 式 操 作 ， 共 计 导 出 25 种 
三 方 晶 系 空间 群 。 下 面 ， 我 们 选 出 3 个 例子 来 进行 讨论 ， 前 两 个 
例子 属于 同一 个 点 群 ， 但 其 中 对 称 要 素 的 配置 取向 不 同 ， 后 一 个 
例子 是 为 了 介绍 萎 形 晶 胞 的 情况 

(1) P3120D1) 和 了 312(D3) 在 《国际 表 》 中 是 第 149 号 
和 150 号 空间 群 。 这 两 种 空间 群 都 属于 点 群 32(D,), 为 6 阶 点 
群 ， 所 以 空间 群 的 一 般 等 效 点 数 为 6x 工 = 56。 将 点 群 对 称 要 素 放 
在 格 点 位 置 ， 对 一 般 点 (x,y ,2) 进 行 操作 ， 很 容易 导出 一 般 等 效 
点 系 ， 关 键 的 问题 是 点 群 32(D,) 中 的 2 次 轴 如 何 取 向 。 如 果 我 
们 将 2 次 轴 方 向 取 为 垂直 于 a, ΕΤ b 和 垂直 于 (a + 5), HU 
取 为 第 三 特征 方向 , 则 导出 的 空间 群 是 P312(D,'), 如 图 6 .22(a) 
所 示 。 这 里 ,我们 在 空间 群 的 国际 符号 中 ,故意 把 恒 等 操作 符号 1 
放 在 第 二 特征 方向 位 置 ， 是 为 了 指明 2 次 旋转 轴 在 第 三 特征 方 
向 。 为 导出 6 个 一 般 等 效 点 ， 需 先 写 出 6 个 对 称 操 作 的 矩阵 如 下 


1 0 0 .| -1 1 ο 

(E(0,0,0)- 0 1 0[,(2x,2x, 0)) = 0 1 0j, 
0 0 1 0 0-1 
0-1 0 1 0 0 

(3(00,0,2)- | 1-1 jr 1 -1 | 
0 0 1 0 0-1: 
-1 1 0 0-1 0 

132(0,0,2))=1 —1 0 sni -1 0 ο), 
0 0 ij 0 0-1 

(6.50) 


上 式 中 3 个 2 次 轴 依 次 垂直 于 a,6 和 a + 8， 算 符 中 圆 括号 给 出 
它们 的 轨迹 。 将 这 些 算 符 作用 于 (x,y,z) 点 ， 即 可 导出 原点 周围 
的 6 个 等 效 点 ， 


(x, y,2), (= y,x— y,2), (y-x,-7x,2), 


(v—xXx,9,—72), (x,x— y, - 2), (— y—-x,—2). 
， 再 利用 平移 对 称 操 作 ， 即 得 其 它 格 点 局 围 同样 排 布 的 等 效 
* Cur. 再 考查 各 等 效 点 之 间 关 系 ， 可 逐一 导出 其 它 非 基 本 对 


(a) P312( Di) 


VoM. 
` 
^ 
V 
:8 ACA 


| (b) "P31CD2) 
图 6.2 空间 群 P312(D1) 和 P321 D D 俯视 图 


例如 ， 由 (x, y o RA- yx yz 两 点 ， 作 方 程 


x Γ 1-»Ὶ -0-1 0 κα 
y x— y 1-1 0 O y 
UI || z 0 0 1 ο E (6.51) 
12 5 1 d:o 0 0 111 
"HW(R|Tr) 2 (370011] r (1,0, MA 而 由 
1. d, 0 -I d, τα, 
0 |=| d. |-1 1 -1 IP =| 24, --ᾱ, |, 
0 d, | lo 0 
(6.52) 
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得 
d, td, - 
24, --ᾱι = 0. 


解 得 d=2/3,d， 1/3, Bii d -(2, +, ο), 于 是 导出 轨迹 为 


(6.53) 


(2, L, 2) ΜΗΝ, RETIRER. 


FRÆ P312(D3) 的 导出 过 程 , P321(D1) RI] S Irak THES, 
其 区 别 是 2 次 旋转 轴 放 在 第 二 特征 方向 ， 即 平行 于 ge， 平行 于 b 
和 平行 于 ar+e 方 向。 结果 如 图 6.22 (b) 所 示 ， 
(2) KR3c(C5,) ”在 《国际 表 》 中 是 第 161 号 空 间 群 。 这 


219 ο 1:60- 


图 6.23 空间 群 R3c(C5 ,俯视 图 Ca) 
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LI 
. 
9 


图 6.23 空间 群 R3c(C5,) 俯视 图 (b) 
种 空间 群 的 点 群 是 6 阶 的 3m(C,,)， 所 以 空间 群 的 一 般 等 效 
点 数 为 6 。 不 过 ， 在 怀 点 阵 中 也 可 以 选取 双 心 的 三 方 晶 # 
体积 是 菱形 晶 胞 的 3 倍 ,所 以 在 三 方 晶 胞 中 ,一 般 等 效 点 数 增加 为 
6x3=18. E 6.23 所 示 是 空间 群 R3c(C,s) ΚΠ ἸΒ ΕΗ, 图 中 
通 出 了 两 种 最 胞 沿 3 次 轴 方 向 的 投影 。 平 行 四 边 形 的 是 三 方 晶 


w hmote, +, tJe, 2, 2) aapna 


菱形 晶 胞 ， 图 中 全 部 一 般 等 效 点 的 坐标 都 是 按 三 方 晶 胞 给 出 的 ， 
在 三 方 晶 胞 内 ,可 以 清楚 地 看 到 18 个 一 般 等 效 点 , 表 观 上 看 ,似乎 
萎 形 晶 胞 中 也 有 18 个 一 般 等 效 点 ,但 这 不 是 事实 。 当 我 们 将 各 个 
等 效 点 的 坐标 变换 到 莹 形 坐 标 系 以 后 ， 就 会 看 到 只 有 6 个 一 般 等 
效 点 在 菱形 晶 胞 之 内 。 
现在 ， 我 们 来 推导 空间 群 R3c(C,$) 的 一 般 等 效 点 系 . 将 
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3 次 旋转 轴 放 在 原点 位 置 ， 由 一 般 点 出 发 ， 可 导出 以 下 3 个 等 
效 点 

(X,Y,Z), (= y,x- y,2), (y—x,—x,2), 
然后 ， 用 通过 原点 的 C 滑 移 面 对 上 述 3 个 等 效 点 作用 ， 又 可 导 
出 3 个 等 将 点 


(»- ο ο. 


例如 ， 取 {c (x, 21, 2) } 作 用 于 (x, ν»2), 有 
(c (xs 2x, 2) }r= (m[1001|r(0,0,1/2))r 


r=] 1 0 0> x -xX+y 
[oroo y » | 
d | d : 
=' 1 ` = 41 je (6.54) 
! --- ι i | [D — 
| 0 0 1 2 oz EE 2** 
| | B 2 .| 
ο 0 0 ο το τσ - 1 


其 它 依 此 类 推 。 注意 ,这 里 所 取 的 c 滑 移 面 其 轨迹 为 Go62x.2), 
而 它 的 法 线 方向 为 [100], 所 以 我 们 将 它 的 反映 面 表 为 mL1007. 
如 果 用 面 指数 表示 ， 则 应 为 mQ10. 

以 上 6 个 等 效 点 是 原点 周围 的 等 效 点 。 再 考虑 到 这 种 三 方 晶 
胞 是 双 心 的 ， 有 两 个 加 心 位 置 。 这 些 加 心 位 置 也 是 格 点 ， 它 们 局 
围 也 应 有 与 原点 周围 同样 排 布 的 等 效 点 。 于 是 最 后 得 到 18 56 
效 点 。 这 18 个 一 般 等 效 点 可 由 以 下 关系 写 出 


一 (x, y ,2) 
(~ y,x— y,2) 


) i 
] (y —x,— x, 2) 


+ (y-x,y, l z) 
| 2 (6.55) 
H 
sX— y, — Tt 2 
(x,x— y 2 ) 


Cy ln 
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现在 ,我 们 来 证 明 在 次 形 最 胞 中 只 有 6 个 一 般 等 效 点 。 为 此 ， 
需 用 到 第 4 章 中 的 式 〈4.13) ， 即 
x, ] τ 0 if αν 
y, 151 -1 1 1 | Ya 
z, | ΕΓ 0-1 rj z, 
此 处 下 标 r REREH, 代表 六 角 仍 标 。 将 式 〈6.55) 18 个 
等 效 点 的 六 角 坐 标 依次 代入 上 式 ， 即 可 求 得 它们 的 萎 形 坐标 ,我 
们 发 现 ， 只 有 原点 周围 的 6 个 等 效 点 在 鞭 形 晶 胞 之 内 ， 其 余 等 效 
点 部 在 装 形 晶 胞 之 外 。 直 式 (4.13) 得 


X,—X, T Z4, ) 
y,=—X,+ Ys | (6.56) 
ΖΞ — y, Ἔδει 


这 表明 ,六 角 坐 标 系 中 的 一 般 点 (x, ya > 2,) 393310 AA ka Z= rH 
JO H Zis m Xr E y, tZ. — Yat £a, AERAR BIRAR 
的 一 般 点 (x,,y,,?z,)。 其 它 等 效 点 的 变换 都 应 当 考 虚 式 (6.56) 
给 出 的 换算 关系 。 现在， 把 变换 和 矩阵 作用 于 原点 附近 的 另 一 个 点 
(= yx- y,2, 8 


1 0 1 - Ya -Y +Z z, 
-1 1 1 χιτ νι |= κι τῶν |= I X, |, 
0 -=i 1 2, -Xit ΟΧΙ; y; 
. (6.57) 
这 是 鞭 形 坐标 中 的 (z,x, y) 点 。 如 此 继续 下 去 ， 我 们 导出 原点 周 
围 6 个 等 效 点 在 斑 形 坐标 系 中 的 坐标 为 
(X, y, 2), (2,X, y), Cy,2,x), 
1 1 1 1 1 1 
(二 + 二 + ls) (i tx, 2 +z, 2 +y) 
1 1 1 
(+> teli). I 
它们 都 在 鞭 形 晶 胞 之 中 。 另 外 12 个 等 效 点 涉及 三 方 晶 胞 的 加 
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心 ， 它 们 经 变换 之 后 ， 都 在 菱形 晶 胞 之 外 。 例 如 ， 我 们 对 点 
2 
3 


人 Nas 


3 
(10 101 ien Ρο. - 
| I | 
B 1 1 3*» = 1-χ. +y, Έξι] ly, 
| | 
| 0 -1 1 | fiz _ = ya tZ, z, 


(6.58) 
这 是 与 (x,,y,,z,) 具有 平移 对 称 关系 的 位 于 菱形 晶 胞 之 外 的 等 
效 点 。 其 它 可 以 仿 此 验证 。 
六 方 晶 系 空间 群 与 三 方 晶 系 空间 群 相 当 类 似 ， 我 们 不 再 举例 
讨论 。 六 方 晶 系 有 7 种 点 群 ， 它 们 是 6,6,6/m,622,6mm,61m2, 和 
6/mmm。 有 一 种 布 嗽 非 点 阵 卫 。 由 此 导出 27 种 空间 群 。 


6.10 Xi RZ HE 


立方 晶 系 有 5 种 点 群 23 ,m3,432,43m,m3m TI 3 #h # ΠΗ 3E 
点 阵 已 ，1,， 下 。 它 们 的 组 合 以 及 考虑 到 非 点 式 对 称 要 素 的 影响 ， 
共计 导出 36 种 立方 空间 群 。 这 些 结果 都 已 列 在 附录 囊 中 。. 

立方 晶 系 空间 群 耻 于 它 的 高 对 称 性 ， 以 致 它 的 图 示 十 分 繁 
杂 。 立 方 空间 群 的 对 称 操作 和 一 般 等 效 点 都 相当 多 ， 要 在 一 张 信 
视图 上 绘 出 全 部 对 称 要 素 的 分 布 和 一 般 等 效 点 的 位 置 是 相当 困难 
的 。 我 们 知道， 立方 点 群 的 阶 比 较 高 ，23(7T) 群 为 12 阶 ， 
m3(T,) ,43m(T,) 和 432(O) 群 为 24 阶 , m3m(O,) 群 为 48 阶 ,从 
而 对 应 于 每 个 格 点 就 有 12, 24 或 48 个 一 般 等 效 点 。 再 考虑 点 
阵 的 有 心 化 ， 比 如 全 面 心 ， 一 般 等 交点 数 可 以 多 达 192 个 。 如 此 
多 的 分 布 于 三 维 晶 胞 的 点 ， 要 在 平面 的 投影 图 上 给 出 它们 的 全 部 
位 置 实在 太 繁 琐 而 且 太 难于 表示 清楚 .因此 ,一 般 情 况 下 在 《国际 
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αι 


J$ 


表 》 中 只 绘制 立方 空间 群 的 部 分 俯视 图 .事实 上 ,对 称 性 愈 高 的 东 
西 ,其 结构 常常 愈 为 简单 。 初 看 起 来 ,全 面 心 立 方 空间 群 有 196 个 
一 般 等 效 点 ， 而 每 个 等 效 点 又 可 以 代表 由 4 个 原子 组 成 的 原子 
团 ， 那 么 ， 每 个 晶 胞 中 就 可 能 有 196n 个 原子 , 这 是 一 个 相当 庞大 
的 数目 。 但 实际 上 ， 和 情况 并 不 是 如 此 复杂 。 在 所 研究 的 大 多 数 立 
方 晶 系 的 晶体 中 ， 通 常情 况 下 原子 并 不 是 占据 一 般 位 置 ， 而 是 占 
据 某 种 特殊 位 置 ， 构 成 特殊 等 效 点 系 。 我们 在 第 5 章 中 曾 就 二 维 
情况 讨论 过 这 种 特殊 等 效 点 系 ， 并 用 乌 科 夫 符号 来 代表 这 种 特殊 
位 置 。 二 维 情况 下 讨论 过 的 关于 特殊 等 效 点 系 的 概念 ， 也 适用 于 
三 维 情况 。 在 下 一 章 ， 我 们 讨论 一 些 晶体 的 典型 结构 时 ， 将 共 体 
看 到 特殊 等 效 点 系 的 重要 性 。 

因此 ， 关 于 立方 晶 系 空间 群 ， 我 们 将 在 下 一 章 结合 典型 结构 
Xie. 


6.11 J 题 


1)》 设 有 4 清 移 面 垂直 于 c 轴 ， 位 于 原点 上 方 /8 高 度 ， 试 
用 和 矩阵 方法 求 其 对 (0，0，0) 点 进行 1 次 ，2 次 、3 次 、4 次 


操作 的 结果 ， 
2) RA 4, ΠΗ͂, ο 轴 并 通过 原点 ， 试 用 和 矩阵 方法 求 其 对 


(x,y》,2) 点 进行 1 次 、2 次 、3 次 、4 次 操作 的 结果 。 

3) 设 有 不 通过 原点 的 螺旋 轴 {RIr}， 从 原点 到 螺旋 轴 的 矢 
距 为 d ERACI r 点 的 操作 可 表 为 {RIr}r={R|ro}r+ {Rld} 
(-d)， 此 处 {RIt。} 为 通过 原点 的 螺旋 轴 。 

4) 试 写 出 以 下 空间 群 的 点 群 ， 指 出 它 所 属 唱 系 及 惯用 章 胞 
中 一 般 等 效 点 数 ; P2/c，Ccees, Imd, 12,8, F43m, Ράδπι, 
Fm3m, 

5) 参阅 图 6.4 空间 群 Pmm2 图 示 。(1) 由 一 般 点 (x, y, 2) 出 

委 出 其 它 等 效 点 的 坐标 ， (2) 用 和 矩阵 运算 方法 ， 导 出 位 于 
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晶 胞 边 心 的 2 次 轴 和 不 通过 格 点 的 对 称 面 。 

6) 试 作 出 空间 群 Cmm2 的 图 示 ， 包 括 一 般 等 将 点 系 和 对 称 
要 素 配置 《注意 新 产生 的 滑 移 面 ) 。 

7) 试 求 联系 等 效 点 的 对 称 操 作 和 对 称 要 素 的 轨迹 。(i) 


(x, y 25 (x, $-a, y (2 ) Cx; y,28 (二 > 


4 
21. 
8) ARATA BCH 在 第 二 种 定向 中 为 C2(C3) ， 
试 作出 CCDE e DAWAR. 
9) 求 下 列 对 称 操作 作用 于 (x, y 2 点 的 结果 。 (1) 先 受 


C(010) (x, ἡ, nm, Muss. cO010, v, LR, (2) 


, 


οσο (x,0,2) 作 用 ， 随 后 受 4， [001]( ,0,z) 作 用 ,如 果 


将 两 种 连续 操作 的 次 序 反 过 来 ， 结 果 又 如 何 ? 
10) 作出 Cbc2, 和 Pbam 的 俯视 图 ，。 
1) 参考 图 6,18， 用 等 效 点 之 间 关 系 和 对 称 要 素 连 乘 两 种 


方法 导出 (十 ,0, 引 处 的 2 次 轴 和 (x,1- x, ΣΑΕ n iR GR 


12) 对 空间 群 P4ac(C, 和 )， 由 基本 对 称 要 素 导 出 一 般 等 效 
点 系 各 点 坐标 ， 并 由 等 效 点 之 韶关 系 导 出 其 它 非 基本 对 称 要 素 ， 
作出 俯视 图 (注意 其 中 有 分 数 平移 (a+ b ο) /245 n ΒΘ} , 

13) 导出 下 列 几 种 空间 群 的 一 般 等 效 点 系 及 非 基 本 πὶ μι πε 
3 EWB: P3m1(C,D, R3(C,D, P6,(C D, 
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在 前 面 几 章 中 ， 我 们 系统 讨论 了 与 晶体 结构 密切 相关 的 对 称 
性 质 ， 很 多 晶体 的 结构 和 对 称 性 质 都 已 很 清楚 了 。 并 且 积累 了 大 
量 的 可 以 为 人 们 利用 的 资料 。 通 常情 况 下 ， 我 们 所 遇 到 的 问题 是 
如 何 利用 这 些 已 有 的 资料 。 面 对 具体 的 最 体 材 料 ， 我 们 可 能 提出 
的 问题 多 方面 的 ， 比 如 ， 晶 体 中 各 种 不 同 原子 的 位 置 如 何 ? 同 种 
原子 如 何 相 互联 系 ? 等 局 原子 的 数目 有 多 少 ? 表现 出 何 种 对 称 
性 ? 与 空间 群 有 什么 关系 ?空间 群 对 晶体 的 宏观 人 性质 有 什么 制约 
作用 ? 如 何 识别 某 个 有 具体 章 体 的 空间 群 ? 等 等 。 

要 回答 这 些 问 题 ， 多 数 情况 下 只 涉及 简单 的 几何 学 ， 但 有 些 
情况 下 ， 比 如 为 了 研究 晶体 的 电子 态 和 晶 格 振动 性 质 ， 则 不 可 如 
免 地 还 需要 群 论 的 进一步 知识 。 但 是 ， 无 论 如 何 ， 弄 清楚 晶体 的 

几何 结构 是 首要 的 问题 ， 这 是 了 解 晶体 各 方面 性 质 的 基础 。 

前 已 指出 ， 晶 体 结构 由 点 阵 加 基 元 构成 。 点 阵 描述 的 是 平移 
对 称 性 ， 基 元 则 是 具体 的 物理 实体 。 每 个 基 元 中 可 能 包含 一 个 原 
子 ， 也 可 能 包含 多 种 原子 ， 但 它 总 起 来 对 应 于 一 个 阵 点 ， 而 基 元 
中 原子 的 分 布 则 必须 服从 空间 群 对 称 性 的 制约 。 这 正 是 人 们 在 研 
究 特 定 晶体 结构 时 首先 需要 了 了解 其 空间 群 的 原因 

用 六 射线 衍射 方法 测定 晶体 的 晶 系 和 晶 胞 构 形 ， 是 d 用 的 
有 效 方法 之 一 。 但 这 种 方法 用 来 测定 点 群 和 空间 群 则 常常 比较 困 
难 ， 例 如 ， 我 们 曾 指 出 ，X 射线 衍射 图 形 中 常 被 加 进去 一 个 反 演 
中 心 ， 以 致 32 种 点 群 只 能 表现 为 11 种 劳 厄 群 。 因 此 ， 为 了 区 分 
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中 心 对 称 点 群 和 非 中 心 对 称 点 群 ， 就 不 得 不 借助 于 其 它 性 质 的 考 
查 ， 比 如 对 热电 性 或 压 电 性 等 物理 性 质 的 考查 ， 可 以 探 明 它 是 否 
有 反 演 中 心 。 不 过 ， 在 晶体 结构 分 析 工 作 中 ，X 射线 衍射 方法 毕 
竞 是 最 常用 的 方法 。 通 常 ， 通 过 衍射 斑点 的 分 布 和 强度 的 研究 ， 
在 点 阵 的 有 心 化 和 是 否 存在 非 点 式 对 称 要 素 等 方面 将 能 获得 有 用 
的 信息 ， 这 对 于 晶体 空间 群 的 测定 是 很 有 用 的 。 

一 旦 知道 了 晶体 具有 什么 样 的 空间 群 对 称 性 ， 根 据 唱 体 的 化 
学 成 分 ， 我 们 常常 可 以 推测 其 中 原子 的 可 能 分 布 位 置 。 首 先 ， 由 
RERE ρ 和 晶 胞 体积 矿 可 以 计算 出 每 个 晶 胞 中 含有 多 少 个 化 
AERE CHART n 

n=oNV/M. 


此 处 六 为 阿 伏 伽 德 罗 常 数 ，M 为 分 子 量 。 由 此 ， 我 们 知道 了 每 个 
晶 胞 中 含有 各 种 原子 的 数目 。 然 后 ， 根 据 空 间 群 提供 的 等 效 位 置 
知识 推测 各 种 原子 的 可 能 分 布 位 置 。 园 种 原子 必须 分 布 在 某 一 个 
或 某 几 个 等 效 点 系 的 全 部 位 置 上 ， 这 是 空间 群 对 称 性 的 要 求 。 也 
就 是 说 ， 司 种 原子 的 数目 等 于 它 所 占有 的 某 一 个 或 某 几 个 等 效 点 
系 的 位 置 数 。 由 此 ， 我 们 可 以 设想 晶 胞 中 各 种 原子 分 布 的 可 能 模 
型 。 当 然 ， 最 后 还 必须 由 射线 衍射 以 及 其 它 实验 结果 来 检验 
究竟 哪 一 种 分 布 模型 是 符合 实际 的 。 l 

现在 ， 大 多 数 晶 体 结构 的 测定 ， 至 少 是 那些 晶 胞 中 原子 数目 
相当 少 ， 比 如 少 于 100 个 原子 的 晶体 结构 的 测定 ， 已 不 再 是 困难 
问题 了 。 已 经 测定 的 许多 晶体 结构 资料 , 可 以 从 有 关 文 献 中 找到 

为 了 解 晶体 结构 资料 通常 是 如 何 给 出 的 ， 这 里 举 个 一 例子 : 

矿物 石灰 石 (CaCO,) 

R3c(D$,) 每 个 三 方 双 心 晶 胞 6 化 学 式 单 位 

Ca 在 6 位 置 0, 0, 0 


C 在 6c 位 置 ; 0，0 ， " 
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O 在 18e 人 位置， x, 0, =, (x=0.257) 


ES 
4 
ikikaa, b, e 为 特殊 等 效 点 系 的 乌 科 夫 符 号 。 这 里 给 出 的 资料 
已 足够 使 我 们 画 出 晶体 结构 图 形 。 虽然 石 灰 石 每 个 晶 胸 中 有 30 个 
原子 ， 但 只 要 给 出 3 个 基本 位 置 就 可 以 了 ， 其 余 27 个 原子 的 位 置 
则 由 空间 群 对 称 性 就 可 以 确定 。 这 一 事实 说 明 ， 空 间 群 对 称 性 使 
原本 十 分 复杂 的 事物 描述 起 来 竞 如 此 简练 . 


7.2 《晶体 学 国际 表 》 资 料 


晶体 空间 群 的 大 量 资料 都 汇编 在 由 晶体 学 国际 协会 出 版 的 
«International Tables for Crystallography” A ( «R © 
国际 表 》 第 A 卷 ) 中 。 这 本 书 最 早出 版 于 1952 年 ， 当 时 的 书 名 
是 "International Tables for X-Ray Crystallography”, Í 
C X 射线 晶体 学 国际 表 》 第 1 卷 》) ， 以 后 三 次 (1959, 1962, 
1974) 修订 再 版 ， 最 新 的 版 本 出 版 于 1983 F. 

为 了 解 《 国 际 表 》 给 了 哪些 有 用 的 资料 ， 我 们 选 出 其 中 两 页 
做 一 个 介绍 。 图 7.1 是 第 35 号 空间 群 Cmm2(C 纪 〉 的 资料 ， 在 
第 1 部 分 ， 编 序 中 和 四 是 标题 符号 ， 在 由 中 依次 为 简短 国际 符 
号 、 熊 夫 利 符号 、 点 群 和 晶 系 ， 在 @ 中 依次 为 空间 群 序号 、 完 全 
的 国际 符号 和 帕 特 孙 对 称 性 ， 编 序 @ 是 空间 群 图 示 ， 包 括 几 个 方 
向 的 对 称 要 素 正 投影 图 和 一 个 一 般 等 效 点 系 分 布 图 ; 编 序 外 标明 
原点 的 位 置 对 称 性 ; 编 序 @ 给 出 一 个 非 对 称 单 元 ; 编 序 6 给 出 空间 
群 的 基本 对 称 操作 ， 圆 括 弧 内 是 对 称 操作 序号 ， 其 后 是 对 称 要 素 
符号 及 其 轨迹 ， 由 初始 的 一 般 点 出 发 ， 在 这 些 对 称 操作 作用 下 可 
以 找到 一 般 等 效 点 系 中 的 所 有 点 。 在 第 2 部 分 ， 编 序 中 是 标题 符 
号 的 继续 ， 编 序 @ 是 母 操 作 ， 其 中 圆 括 强 表示 的 是 前 一 页 编 序 @ 
中 的 对 称 操作 序 号 ， 是 平移 操作 ， 编 序 人 @ 是 品 胞 中 一 般 点 和 特 
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Cmm? 
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(DCmm2 Cii mm2 TE Ba Z 
@No, 25 Cmm2 帕 特 孙 对 称 性 Cmmm 


C mhz m Bm 2a 
| Α 


对 于 〈0,0,0)+ 点 系 
(1) 1 (2) 2 0,0,2 
(34) m x,Q,z (4) m 0,y,2 


2 


2 
4 1 | 1 1 
GO ἐν 0) (2) 2 Li 
(3) a x, L, z (4) i» 


(8 No, 35 Cmm2 


QRBHEIE C10) £01,0,05 100,1,00 1000,15 


1 1 - 
(s 2" 0 ); (25 " 
OTSTE 
位 置 个 数 ， Abs δὲ δὶ δα 
乌 科 夫 符 号 ， (0,0,0)+ 一 般 亿 置 ， 
位 置 对 称 性 ο ο. 
2 2 
8 f 1 (1) x,y,z hkl, ᾖ -+ b= 2η 
(2) &,y,z Obl, R= 2η 
(3) x,y,z 20l, 5h «2n 
(4) X,Y,Z ARO, h+k=2n 
400, h-2n 
0&0, R=2n 
特殊 位 置 ， 同 上 ， 
并 附加 以 下 条 件 
4 m 0, y.z 0,y,2 无 附 吉 条 件 
d m x,0,z ἄν EHAE 
4 c 2 Ms Id hkl, h=2n 
2 b mm2 0, 2 ;之 无 附加 条 件 
2 a mm2 0,0,2 无 附加 条 件 
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名 特定 投影 的 对 称 性 
沿 [001] c2mm 沿 [100] pimi ” 沿 [010] plim 


a'-a b'=b a! sib b/-c a'-c bola 


原点 在 0,0,z 原点 在 x,0.0 原点 在 0,»,0 
是 最 大 非 同形 子 群 
I [21C112(P2) (119) -- 
[21Clml(Cw,) (1;3)+ 
[ 2 ]Cm11( Cm) (1;4)+ 
Ila [2 ]Pmm2 1;2;3;4 
1 1 
P 1;25(3; PIN 
C 2 1Pba2 2, ( +Í; > 0 
1 1 
[ 2 JPbm2( Pma2) 1535(254)+ (7, > 0) 
1 1 
[2 IPma? | 14i (1, L, ο) 


IIb. [2 31Ccec2(e! =2ce);[ 2 ]Cmec2, (e = 26) 
[22Cem2,(e =2e)X Cmc2, ); 
[2 ]JImm2(e! =2e);{ 2 JIba2(e' 22e) 
L2 lÍbm2(e? 22e)(1ma2)10 2 Umax e’ = 2c) 

@@ 最 低 指数 的 最 大 同形 子 群 

Ile [fT3Cmm?2(a’ =3a or δ’ =3B); 
r 2 ]Cmm2(c! = 2c) 

最 小 非 形 超群 

I [ 2 1Cmmmi[ 2 JCmma,; L2]P4Amm;L 2 1P4bm; 
[2JP4,cm; [2 1P4,nm; LU 2 1P42mi [ 2 1P42 ms 
[3 JP6mm 

Il. [2]1Fmm2;02]Pmm2(2a/ =a, 2δ’ b) 

图 7.1 No.35 Cmm2(C11) gti 
殊 点 的 位 置 对 称 性 ， 其 中 给 出 了 各 种 位 置 的 等 效 点 数 、 乌 科 闪 符 
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号 、 位 置 对 称 性 、 等 效 点 坐标 和 反射 条 件 ， 编 序 合 给 出 特定 投影 
的 对 称 性 ， 编 序 @@ 和 加 是 子 群 的 资料 ， 编 序 @ 是 超群 的 资料 。 

对 于 《国际 表 》 给 出 的 这 些 资 料 ， 我 们 作 以 下 简要 说 明 。 

在 标题 符号 中 ， 空 间 群 序号 给 我 们 带 来 查阅 的 方便 。 这 种 序 
号 从 三 斜 晶 系 的 第 1 号 空间 群 P1(C,) 开始 ， 编 到 立方 晶 系 的 
第 230 号 空间 群 fa3d(O1") 为 赴 。 在 讨论 晶体 对 称 性 时 ， 如 果 
同时 指明 其 空间 群 序 号 ， 我 们 就 可 以 根据 序号 迅速 地 从 《国际 
表 》 中 找 出 所 需要 的 几 页 。 

简略 的 国际 符号 是 常用 的 ， 因 为 它 简洁 地 描述 了 空间 群 ， 由 
它 就 可 以 找 出 全 部 对 称 操作 ， 绘 出 空间 群 图 示 。 至 于 完全 的 国际 
符号 ， 它 的 意义 在 于 所 给 出 的 是 特征 方向 上 的 全 部 对 称 要 素 。 对 
于 现在 这 个 例子 ， 简 略 的 和 完全 的 国际 符号 相同 ， 而 对 于 另外 一 
些 空间 群 ， 二 者 可 能 不 相间。 一般 说 来 。 知 道 简 略 的 国际 符号 就 
足够 导出 全 部 对 称 要 素 和 对 称 操作 了 ， 因 此 ， 在 讨论 问题 中 通常 
不 采用 完全 的 国际 符号 。 

空间 群 符号 主要 的 有 国际 符号 和 熊 夫 利 符号 丙种， 它们 各 有 
优 后 点 ,国际 符号 能 提供 较 多 的 资料 ,但 它 与 坐标 轴 选 取 有 关 ，; 能 
夫 利 符号 不 随和 坐标 轴 的 变化 而 变 ， 但 它 能 告诉 我 们 空间 群 的 点 群 
是 什么 。 

帕 特 孙 对 称 性 是 指 的 帕 特 孙 函数 所 具有 的 对 称 性 。 帕 特 孙 函 
数 定义 2 


Pos yn LYy Σ XIFGRD|? 
h k H 


..cos2z(hx c Ry t I2), (7.1) 
RH FORD) 为 (hk1》 反射 的 结构 因子 。 帕 特 孙 函数 对 于 平面 
群 有 7 种 ， 对 于 空间 群 有 24 种 ， 它 所 描述 的 是 结构 的 对 偶 相关 函 
数 ， 在 结构 分 析 中 有 重要 应 用 。 
室 间 群 的 图 示 是 非常 有 用 的 资料 。 在 前 一 章 中 ， 我 们 曾 举 出 
一 些 空间 群 图 示 的 例子 ， 不 过 要 指出 ， 那 些 图 示 都 是 沿 ο 方向 的 
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正 投影 ， 取 自演 去 出 版 的 《国际 表 》，、， 而 在 1983 年 的 新 版 中 ， 给 
出 的 是 几 个 方 诺 的 投影 ， 它 们 的 坐标 如 加 7.2 所 示 。 看 了 这 些 投 
影 图 ， 很 容易 想象 出 对 称 要 素 的 空间 分 布 。 


l 


i [910] 


ΚΝ 
| [5] 
b a 
图 7.2 空间 群 图 示 的 投影 取向 

原点 通常 了 在 反 演 中 心 或 高 对 称 位 置 上 。 许 多 情况 下 ， 这 两 
点 是 一 致 的 ， 但 在 有 些 空间 群 中 ， 反 演 中 心 位 置 并 不 是 高 对 称 位 
Fi. ΤᾺ CHIEDO 中 就 给 出 两 套 资料 。 如 果 没 有 反 演 中 心 ， 也 
没有 高 于 1 工 的 位 置 对 称 性 ， 原 点 就 取 在 螺旋 轴 上 或 滑 移 面 上 ， 或 
者 几 个 对 称 要 素 的 交点 上 ， 例 如 No。29 Pca2,(C2.) 等 。 在 有 
些 全 有 3 个 不 相交 的 2, 轴 的 空间 群 中 ， 原 点 的 取 法 是 使 3 个 2， 
轴 兴 称 地 围绕 着 愿 点， 例如 No。19，P21212.4D3) 等 。 

非 对 称 单元 是 最 胞 的 一 部 分 ， 在 空间 群 所 有 对 称 操作 的 作用 
下 ， 结 果 将 填 满 整个 空间 。 实 际 上 ， 非 对 称 单元 是 对 应 于 空间 群 
等 效 点 系 中 一 个 等 效 点 的 小 空间 ， 所 有 对 称 面 和 对 称 轴 只 能 在 它 
的 这 界面 上 各 江 楼 上 上。 从 数学 意义 上 说 ， 这 是 构成 空间 群 的 最 基 
本 的 «gn» . 

BORAPEBMEUDAGERDGENDBTEX., ΑΒΕΕ. WE 
指出 的 是 ， 基 本 对 称 操作 的 个 数 应 该 等 于 晶 胞 中 一 般 等 效 点 系 的 
点 数 。 
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母 操 作 是 由 它们 可 以 导出 空间 群 全 部 对 称 操作 的 最 少 的 几 个 
对 称 操作 ， 其 中 包括 几 个 平移 操作 和 一 部 分 基本 对 称 操作 ， 

乌 科 夫 位 置 的 有 关 资 料 是 空间 群 中 又 -- 组 非常 有 亲 的 资料 。 
在 平面 群 -一 章 中 ， 我 们 曾经 详细 地 讨论 过 乌 对 夫 亿 置 ， 那 里 讨论 
过 的 原则 完全 可 以 推广 到 三 维 空间 群 。 

特定 投影 的 对 称 性 实际 给 出 的 是 相关 的 平面 群 对 称 群 

最 后 ， 关 于 子 群 和 超群 的 资料 ， 涉 及 较 多 汐 群 论 知 识 ， 这 里 
不 细 述 。 但 要 指出 ， 在 母 群 与 子 群 的 关系 中 ， 超 和 群 就 是 相对 于 子 
群 的 母 群 此外， 资料 中 方 括 弧 的 数字 是 子 群 答 中 的 指数 。 

以 上 是 关 于 《国际 才 》 资 料 的 简要 说 明 。 左 这 些 资料 中 ， 最 
重要 的 是 空间 群 图 示 资 料 和 乌 科 夫 位 置 资料 。 关 于 图 示 资 料 ， 我 
们 在 前 一 章 中 已 经 举 过 不 少 例子 ， 而 鸟 各 夫 位置 也 已 左 第 5 erm 
对 二 纵 平 面 群情 况 做 过 介绍 。 不 过 ， 推 广 宫 三 维 空间 群 ， 这 里 再 
强调 一 下 关于 乌 科 夫 符 号 的 含意 。 

鸟 科 夫 符号 是 晶 胞 中 一 些 特定 位 置 的 符号 ， 法 其 立 置 对 黎 性 
从 高 到 低 用 字母 6， ，…， 表 示 。 具 有 同一 个 乌 科 夫 符号 的 位 
置 ， 属 于 同一 个 等 效 点 系 ， 所 以 乌 科 夫 符号 也 是 等 效 点 系 的 符 
号 。 同 乌 科 夫 符 号 在 一 起 的 数字 ， 就 是 它 所 代表 的 等 效 点 系 的 
点 数 ， 也 就 是 由 空间 群 对 称 性 联系 起 来 的 对 称 相关 位 置 数 ， 我 们 
在 前 面 曾 指出 ， 空 间 群 一 般 等 效 点 数 等 于 空间 群 点 群 的 阶乘 布 咖 
菲 晶 胞 格 点数。 代表 这 种 一 般 等 效 位 置 的 鸟 科 夫 符号 是 按 字 母 排 
列 的 最 后 一 个 字母 ， 例 如 在 图 7.1 中 是 “了 ”。 除 此 以 外 ， 其 它 
鸟 科 夫 符号 所 代表 的 都 是 有 一 定点 对 称 性 的 位 置 ， 这 是 晶 胞 中 的 
一 些 特殊 位 置 。 如 同 在 第 5 章 中 所 指出 的 ， 对 于 每 一 个 乌 科 夫 符 
号 所 代表 的 位 置 ， 其 位 置 点 群 的 阶乘 以 此 种 位 置 的 等 效 位 置 数 ， 
等 于 一 般 等 效 点 系 的 点 数 ， 在 图 7,1 中 ， 我 们 看 到 确实 如 此 。 

这 里 需要 说 明 ， 所 谓 位 置 对 称 性 就 是 从 这 一 特定 位 置 来 看 晶 
体 的 点 对 丈 性 ， 或 者 说 ， 是 以 这 一 特定 位 置 为 不 药 点 时 的 点 对 黎 
性 。 由 此 得 到 的 一 组 对 称 操作 构 成 点 群 ， 而 且 是 32 种 品 休学 点 属 
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。 在 点 式 空间 群 中 ， 位 置 对 称 性 最 高 的 位 置 所 具有 的 点 群 ， 
ο... 点 群 ， 例 如 在 图 7.1 中 ， 乌 科 夫 符号 为 a 和 的 位 
置 都 是 点 群 为 mm2 的 位 置 。 但 在 非 点 式 空 间 群 中 ， 由 于 所 考虑 
的 位 置 取 为 不 动 点 ， 排 除了 对 称 操作 中 的 平移 部 分 ， 所 以 ， 即 使 

位 置 对 称 性 最 高 的 位 置 ， 其 点 对 称 性 也 低 于 空间 群 的 点 群 ， 

由 乌 科 夫 符号 代表 的 各 个 位 置 的 坐标 紧 随 其 后 列 出 。 这 里 ， 
通常 是 按 书 唱 胞 列 出 的 。 如 果 是 有 心 晶 胞 ， 则 在 其 上 注 明 需要 加 
EILEAR ΛΑΡΙ, (Un. BE 7.1 的 蝇 胞 古 底 心 的 、 在 位 置 坐 标 上 


HREM “(0, ο, 0)+ (二 ， 广 ，0 )+ ”字样 ， 表 明 这 下 面 列 


出 的 坐标 ， 除 它们 本 身 之 外 ， 还 需要 增加 一 组 由 它们 分 别 加 上 
1 1 H AA ET 
(i. 2 , 0 ys 坐标 。 


为 了 更 好 地 掌握 和 运用 空间 群 知识 ， 我 们 还 需要 说 明 几 点 。 

第 一 是 如 何 鉴 别 点 式 空间 群 和 非 点 式 空间 群 的 问题 。 在 空间 
群 的 国际 符号 中 ， 已 经 包含 有 辨别 点 式 和 非 点 式 空 间 群 的 信息 。 
如 果 国 际 符号 中 有 标明 的 非 点 式 对 称 要 素 ， 那 么 它 就 是 非 点 式 空 
ni 否则 就 是 点 式 室 间 群 。 此 外 ， 还 有 另 一 种 鉴别 方法 ， 即 ， 

式 空间 群 在 晶 胞 中 至 少 有 一 个 位 置 具有 与 空间 群 点 群 相 同 的 位 
| -- 例如 图 7.1，a 和 6b 位置 对 称 性 都 是 mm2， 与 空间 群 
点 群 相同 ， 所 以 Cmm2 是 点 式 空间 群 。 

第 二 是 要 提醒 读者 注意 坐标 轴 的 不 同 定向 对 空间 群 符号 的 影 
唤 。 在 《国际 表 》 中 ， 通 常 给 出 的 国际 符号 是 标准 的 简略 符号 。 
不 过 ， 人 们 也 偶尔 采用 其 它 选取 坐标 轴 的 方法 ， 于 是 ， 对 于 一 定 

的 空间 群 ， 其 国际 符号 就 会 随 之 而 变 。 但是， 空间 群 的 熊 夫 利 符 
号 是 不 随 坐 标 轴 的 改变 而 改变 的 。 因 此 ， 将 能 夫 利 符号 和 国际 符 
号 并 用 ， 就 可 以 避免 由 于 不 同 定向 而 带 来 的 混乱 。 

单 斜 晶 系 空间 群 的 不 同 定 向 ， 我 们 在 前 面 已 讨论 过 。 其 中 ， 

第 一 种 定向 是 以 c 3 2 次 轴 方 向 ， 第 二 种 定向 是 以 58879 2 次 
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轴 方 向 ， 于 是 ， 空 间 群 国际 符号 随 之 有 所 变化 . 例如 ， 空 间 群 
Ch 的 国际 符号 ， 如 按 第 一 种 定向 为 P21/5、 而 接 第 二 种 定向 为 
Ρ2ι/ο, 

正 交 晶 系 的 情况 稍为 复杂 些 ， 因 为 a. b.c 轴 可 以 互 换 。 例 
如 ， 空 间 群 C7 的 国际 符号 ， 由 于 取 和 轴 的 方法 不 同 ， 可 以 写成 
Aba2, B2cb, Cc2a, Ac2a, Bba2, C2cb ΒΕΠ, ατα 
悉 的 人 ,可 能 会 认为 它们 不 是 同一 种 空间 群 。 但 是 ,只 要 仔细 想 一 
想 ， 这 些 都 是 点 群 为 mm2 的 底 心 布 喇 菲 点 阵 ， 在 垂直 于 2 次 轴 
的 两 个 方 μα... z iR] BE, 

四 方 晶 系 空间 群 ， 除 了 标准 的 选 轴 方法 之 外 ， 有 时 也 选 a + 
+b, b-a, Det 于 是 书 晶 胞 变 为 C Baja, I MEEN F μὲ 
胞 ， 了 且 晶 胞 体积 增 大 一 偿 。 关 于 这 方面 的 问题 ， 我 们 在 前 一 章 也 . 
已 经 举例 讨论 过 . 

总 之 ， 空 间 群 国际 符号 的 这 些 变化 ， 只 要 细心 分 析 一 下 ， 总 
是 能 天 清楚 的 ,如 果 同 能 夫 利 符号 并 用 , 那 就 更 不 会 引起 混乱 了 。 

第 三 个 要 说 明 的 问题 是 ， 对 于 其 有 某 种 空间 群 的 一 种 具体 齐 
体 ， 其 中 原子 并 没有 必要 占有 所 有 的 各 种 乌 科 夫 符 号 位 置 。 它 可 
能 占有 某 几 种 乌 科 夫 位 置 而 不 占有 其 它 乌 科 夫 位 置 。 但 是 ， 如 果 
在 某 个 位 置 上 有 某 种 原子 ， 那 么 ， 由 这 一 个 乌 科 夫 符 号 代表 的 全 
部 位 置 上 都 必须 填 有 同 种 原子 。 例 如 ， 在 Cram2(C 所 ) 中 的 ec 位 
置 上 如 果 有 一 个 氧 原子 ， 那 么 就 一 定 有 4 个 氧 原子 分 布 在 < 所 代 
表 的 4 个 位 置 上 ， 这 就 是 我 们 称 它 为 4c 位 置 的 原因 。 对 于 含有 
可 调节 参量 的 乌 科 夫 位 置 ， 如 Crmre2(Ciy》 中 的 4c 位 置 有 一 个 
可 调节 参量 > ， 可 能 会 出 现 这 样 的 情况 ， 4 个 同 种 原子 处 于 4c 位 
置 ，4 个 另 一 种 原子 也 处 于 4c 位 置 ,但 它们 坐标 不 同 。 事 实 上 ， 
可 能 有 好 几 组 原子 处 于 同一 种 乌 科 夫 符 号 位 置 。 当 然 ， 这 需要 在 
它 的 坐标 中 有 可 调节 参量 才 行 

ERRI t, RTIA 《国际 表 》 中 选 录 了 若干 空间 群 的 鸟 科 
夫 位 置 资 料 而 略 去 了 其 它 资 料 。 
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7.3. REPRE 


在 着 手 介 绍 具体 的 典型 晶体 结构 之 前 ， 我 们 还 要 介绍 一 下 关 
于 晶体 结构 的 球 堆积 模型 。 

对 于 很 多 晶体 ， 其 中 原子 或 离子 往往 可 以 视 为 有 一 定 作 用 范 
围 的 球体 ， 因 此 ， 它 们 的 结合 可 以 视 为 球体 的 堆积 。 从 这 种 观点 
出 发 来 讨论 一 些 晶体 的 结构 ， 就 称 为 球 堆积 模型 。 从 物理 上 说 ， 
晶体 中 粒子 的 相互 结合 应 遵循 内 能 最 小 原则 ， 反 映 在 球 堆积 模型 
上 。 就 是 球 的 最 密 堆 积 ， 称 为 密 堆 原 则 。 于 是 ， 我 们 可 以 从 几何 
角度 研究 各 种 大 小 的 球体 作 最 密 堆 积 的 情况 ， 从 而 了 解 一 些 晶 
的 结构 类 型 。 


7.8. 等 径 球 的 平面 最 密 排列 
球体 的 最 密 堆积 可 分 为 等 径 球 的 堆积 和 不 等 径 球 的 堆积 两 
种 。 如 果 晶 体 是 由 同一 种 粒子 组 成 的 ， 如 Cu, Ag, Au, Pt 等 
单质 的 晶体 ， 则 可 视 为 等 径 球 的 堆积 ， 如 果 晶 体 是 由 不 同 的 粒 
子 组 成 的 ， 如 NaCl，MgO 等 ， 则 可 视 为 不 等 径 球 的 堆积 。 
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等 径 球 在 一 条 直线 上 作 最 密 排 列 时 ， 必 然 是 互相 接触 ， 联 成 
一 条 念珠 状 的 长 链 。 在 一 个 平面 内 作 最 密 堆 积 时 ， 必 然 是 如 图 
7.3 的 方式 ， 每 个 球 与 6 个 相 邻 的 球 接触 ， 而 每 3 个 相 接 触 的 球 
之 回 有 一 个 三 角形 空隙 ，。 

在 这 一 最 密 堆 积 层 上 放 上 第 二 层 球 ， 即 形成 球体 在 空间 的 最 
密 扒 如 。 第 二 层 球 的 位 置 必然 是 在 第 一 层 球 的 三 角形 空隙 之 上 ， 
因为 只 有 如 此 ， 和 它 接 触 的 球 才 最 多 ， 如 图 7.4 Pros. 


图 7.4 两 层 等 径 球 的 最 密 堆积 
骨 继 续 堆积 第 三 层 时 ， 将 出 现 两 种 情况 。 一 种 是 第 三 层 球 与 
第 一 层 球 的 位 置 重复 ， 而 后 第 四 层 球 又 与 第 二 层 的 位 置 重复 ， 
如 此 继续 下 去 ， 如 图 7.9 所 示 ， 这 种 结构 称 为 二 层 重复 结构 ， 
记 为 4BAB.…， 因 为 这 种 结构 是 属于 六 方 结构 ， 所 以 通称 
为 六 方 密 积 结构 。 另 一 种 是 第 三 层 球 的 位 置 与 前 面 球 的 位 置 都 不 
重复 ， 而 是 在 它们 的 连续 空 险 上 ， 形 成 一 个 新 的 堆积 层 C ， 而 后 


第 四 层 与 第 一 层 重复 ， 如 此 继续 下 去 ， 这 种 结构 称 为 三 层 重复 结 
为 , 记 为 4BC43C….。 因 为 这 种 结构 属于 面 心 立方 结构 ,所 以 又 称 
为 立方 密 积 结构 ,如 图 7.6 所 示 . 这 是 常见 的 两 种 最 密 堆 积 方式 。 
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此 外 ， 也 还 有 多 层 密 堆积 方式 。 

等 径 球 作 最 密 堆 积 时 ， 其 中 有 两 种 空中， 一 种 是 由 四 个 球 转 
成 的 空 险 ， 称 为 四 面体 空 阶 ， 如 图 7.7 所 ;， 另 一 种 是 由 六 个 球 C 
围 成 的 空隙 ， 称 为 八 面 体 空 险 ， 如 图 7.8 Pr s, | 


7.6 等 径 球 的 三 层 重复 结构 
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对 于 非 等 径 球 的 堆积 ， 由 于 球体 有 大 有 小 ， 可 以 看 成 是 较 大 
的 球 按 等 径 球 最 密 堆 积 方式 堆积 ， 而 较 小 的 球 填 在 密 堆 积 结构 的 
八 面体 空隙 或 四 面体 空 障 中 ， 

球 堆积 模型 用 来 讨论 某 些 具体 的 晶体 结构 图 象 是 很 有 用 的 . 
事实 上 ， 大 多 数 金属 、 离 子 晶体 和 人 情 性 元 素 晶 体 都 可 以 看 成 是 球 
的 密 堆 积 ， 只 有 共 价 晶体 ， 由 于 价 键 的 限制 而 不 能 满足 密 堆 积 


Ja 


图 7.7 四 面体 空 队 


图 7.8 八 面体 空 除 


密 堆 结 构 在 对 称 性 方面 的 表现 ， 除 了 三 层 重 复 结构 的 空间 群 
dé Fm3m(O,) 以 外 ， 其 余 都 属于 三 方 或 六 方 空间 群 。 首 先 ， 我 
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们 从 图 7,3 上 看 到 ， 平 而 上 等 径 球 的 最 密 排 列 入 对称 性 在 球 心 处 
是 6mm， 在 三 角形 空 阶 处 是 3m。 以 后 不 管 放 上 去 多 少 层 ， 整 个 
密 堆 结构 的 对 称 性 至 少 是 3m. 从 附录 了 和 也 我 们 可 以 查 出 共有 3m 
对 称 注 扣 点 群 有 5 种 ,与 这 5 种 点 群 对 应 的 空间 群 共有 24 种 ,如 
表 7.1 所 列 .但 是 ,这 24 种 空间 群 中 只 有 7 种 符合 密 堆 结构 的 要 求 。 
例如 P31m， 并 不 是 所 有 3 次 轴 都 在 反映 面 内 ; 又 如 P6/mmm, 

在 多 屋 结 构 中 已 不 再 有 6 次 轴 ; 其 它 可 仿 此 考查 推断 。 连 同 三 层 
重复 结构 的 fm3m， 我 们 找 出 密 堆 结构 所 可 能 有 的 空间 群 共计 8 
种 ， P3ml, R3m, P3ml, R3m, P6,mc, Pám2, P6,/mmc, 


Emm, 


表 7.1 RA 3m 对称 性 的 点 群 和 导出 的 空间 群 


点 群 = [8 ΕΕ 
| 3m(C,,) P3m1, P3lm, P3cl, Pale, R3m, R3c 
3mCD,,) | P3lm, P3lc, P3ml, P3cl, R3m, R3c 
6mm(C,,) P6mm, P6cc, P6,cm, P6,mc 
6m2(D,,) Pgm2, Ρβο2, P62m, Ρ62ο 
6/mmm(D,,) | P6/mmm, P6/mcc, P6,/mcm, P6,/mmc 


二 层 重 复 结构 的 空间 群 是 了 6,/mmc， 二 层 重复 结 构 的 空间 
群 是 Fm3m， 其 余 6 种 空间 群 都 出 现在 多 层 重 复 的 结构 中 。 


T.A 单质 晶体 结核 


在 晶体 化 学 中 ， 常 按 物质 的 化 学 组 成 将 最 体 划 分 成 各 种 类 
型 。 单 质 晶 体 用 “An? 表 示 ， 此 处 整数 ” 环 单 质 晶体 的 分 类 序 
5, Pim, Cu 为 AL1 型 ，a-Fe 为 A2 型 等 。 对 于 化 合 物 ， 通 常 
用 A，B 等 代表 阳离子 ， 用 X,Y 等 代表 阴离子 ， 如 NaCl,CsCl, 
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ZnS 等 为 AX 型 ，CaF,，MoS, 等 为 AX, 3, CaCO,, 
CaTiO, 等 为 ABX, 型 ，MgAl,0, X AB,O, 型 等 。 

现在 ， 我 们 来 介绍 单质 晶体 。 附 录 工 给 出 各 种 单质 晶体 的 结 
HAR, 有 些 元 素 可 以 形 或 好 几 种 不 同 的 结构 ， 一 般 是 由 低温 到 
高 温 ， 将 不 同 结构 依次 用 C. B. VORR. 

单质 晶体 中 ， 只 有 Po 的 结构 最 简单 ， 具 有 简单 立方 结构 ， 
室 间 群 为 Pm3m( O* 》， 每 晶 胞 一 个 原子 ， 占 有 ια ΠΒ, κ 多 数 
单质 晶体 具有 面 心 立方 、 体 心 立方 和 密 排 六 方 结构 ， 它 们 沟 空间 
群 依次 为 Fm3m(O;)，Im3m(O;) $ü P6,/mmce (Dt;), 

面 心 立方 结构 的 典型 代表 是 Cu 晶体 结构 , 称 为 Al 型 结构 。 
它 可 以 按 球 密 堆 模 迎 视 为 等 径 球 三 层 重 复 结 构 ， 即 ABCABC.… 
堆积 结构 。 它 号 具有 空间 群 Fm3m 的 最 简单 的 晶体 结构 。 
7.9 所 示 是 以 各 种 不 同 方式 给 出 的 铀 晶体 结构 。(a) 图 是 一 
个 晶 胞 ， 表 明 它 是 面 心 立方 结构 ， 每 个 格 点 上 有 有一 个 铜 原子 ， 即 
Cu 原子 占有 的 位 置 是 4a。 (b) 图 给 出 最 近邻 原子 间 的 联 线 ， 
表明 它 的 密 排 方向 是 41107。 (ο) 图 是 密 堆 模型 ， 表 明 铜 原子 按 
最 密 堆 积 方式 形成 晶体 。(d) 和 Ce) 图 是 投影 图 。(1) ΑΙ (g) 
图 表示 出 铀 晶体 中 一 个 窗 排 面 的 位 置 ， 密 排 面 的 指数 为 210. 
(jh) 图 是 铜 晶体 沿 [111] 方向 的 投影 。(i)〉 图 是 一 个 密 排 面 。 从 
这 些 图 形 中 ， 读 者 不 难看 出 特征 方向 上 的 对 称 要 素 , 即 m[1001, 
3r111], m[110], 由 附录 工 给 出 的 第 225 Sj zz ΙΒ) ΒῈ F m3m Ον) 
资料 ， 立 即 可 写 出 Cu 原子 占有 4a 位 置 的 坐标 为 《0，0，0 5, 


el 


2 2 2 2 
单 的 晶体 结构 。 具 有 此 种 结构 的 晶体 很 多 ， 如 Ag， Cu, Al, 
7Y-Fe，Ni，Pt 等 ， 统 称 为 Cu 型 结构 。 

体 心 立方 结构 的 典型 代表 是 <-Fe 晶体 结 构 ， 称 为 A2 ΠΗ 
构 。 这 种 结构 不 满足 球 密 堆 模型 ， 不 过 它 的 堆积 系数 也 较 高 ， 通 
常 也 可 以 视 为 等 径 球 的 堆积 ,是 一 种 次 密 堆积 , 它 是 最 简单 的 具有 
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(?: i, i) (i. 0, lm. L, 0). 这 是 一 种 非常 入 


(c) 


(b) 


图 7.9 按 不 同方 式 给 出 的 铀 晶体 结构 


第 229 号 空间 群 m3m 的 晶体 结构 ， 如 图 7.10 所 示 ， 其 中 Fe 原 
子 占有 24 位置。 其 有 此 种 最 体 结构 的 晶体 也 很 多 ， 如 Li，Na,， 
K, V, Nb, Ta 等 ， 统 称 a-F e 结构 

密 排 六 方 结 构 的 典型 代表 是 


构 
Mg 晶体 结构 , 称 为 A3 型 结构 .这 
种 结构 满足 球 密 扒 模型 ， 是 二 后 
重复 的 4BAB… 型 密 堆 结构 。 它 
的 空间 群 是 第 194 写 P6,/mmc， 
为 非 点 式 空 间 群 ， 而 空间 群 的 点 


群 是 6/mmm, [7,11 所 示 是 Με 

晶体 结构 图 孙 .(a) 图 是 为 了 清楚 μμ. 

地 表示 出 此 种 晶体 的 六 方 特性 而 画 出 的 含有 3 个 最 胞 的 图 形 ,(b》 
图 是 它 的 一 个 晶 胞 。 这 里 我 们 看 到 ， 每 晶 胞 含有 两 个 原子 ， 现 在 


图 7.11 Mg 型 结构 


画 出 的 晶 胞 图 形 中 ， 这 两 个 原子 的 位 置 是 〈0,0,0) MZ, +, 
了 于 )。 但 是 要 注意 ， 这 两 个 位 置 的 位 置 对 称 性 都 是 5m2， 并 H 是 


τὸ 


由 空间 群 对 称 操作 相 联 系 的 对 称 相关 位 置 ， 属 于 同一 个 等 效 点 
系 .查阅 附录 1, 可知 这 两 个 原子 所 占有 位 置 的 乌 科 夫 符 号 为 2c 或 
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2d, 它们 的 坐标 是 (了 ， T i) (5: 3， ΠΠ ΠΕΙ } 


(4. i. i) 注意 ， 在 《国际 表 》 资 料 中 ， 原 点 取 在 反 演 中 心 


位 置 ， 但 此 处 没有 原子 ， 而 在 图 7.11 中 ， 通 常 取 原子 所 在 位 


HARA (0,00, (J 2, l)m (0,0,0)， 


( 3， 了， 二)， 但 此 处 不 是 反 演 中 心 。 因 此 ，《 国 际 表 》 资 料 中 
给 出 的 2ο 或 2d 位 置 华 标 与 图 7.11 中 通常 所 取 的 原子 SERA ds 
有 了 一 个 平移 . 

具有 此 种 结构 的 单质 晶体 也 很 多 ， 如 Be，Mg，Zn，Cd， 
Y, Os 等 ， 统 称 为 Mg 型 结构 。 

除了 上 述 3 种 常见 的 单质 晶体 结构 之 外 ， 以 下 几 种 也 是 比较 
重要 的 单质 品 体 结构 。 

我 们 知道 ， 周 期 表 中 的 第 四 族 元 素 是 四 价 元 素 ， 如 C，Si 
Ge, Sn, EUR a ΤΟΝΤ» 常 形成 四 配 位 的 共 价 晶体 。 金 刚 
石 结构 是 这 一 类 型 晶体 结构 的 典型 代表 ， 如 图 7,12 所 示 ， 称 为 
A4 型 结构 。 

金刚 石 结 构 的 空间 群 是 第 227 号 Fd3mCO7), 是 非 点 式 空 
闻 群 。 此 种 空间 群 的 坐标 原点 有 两 种 取 法 ， 或 取 在 mR. 
取 在 反 演 中 心 位 置 ， 而 前 者 是 常用 的 取 法 。 此 种 空间 群 的 点 群 是 
13m， 在 由 点 群 导 出 空间 群 时 ， 第 一 特征 方向 的 反映 面 m 变 成 d 
消 移 面 。 空间 群 Fd3m 中 位 置 对 称 性 最 高 的 位 置 是 437 而 不 是 
37t， 即 其 中 没有 任何 位 置 具有 空间 群 点 群 的 对 称 性 ， 这 是 非 点 
式 空 间 群 的 重要 特征 。 

金刚 石 结构 每 晶 胞 有 8 个 矶 原子 ,占有 δα 位 置 . 按 第 一 种 取 
原点 方法 ， 将 原点 取 在 43m r ul, HUSa 位 置 ， 则 8 个 原子 的 从 
标 为 
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现在 ， 我 们 来 看 看 金刚 石 结 
松 中 的 非 点 式 对 称 要 素 。 一 种 非 
ENS. X 螺旋 办, 例如 ， 


通过 (二 LoT et 
cam, geli T, t)z 


0, 7) 再 变换 到 (了 ， 图 7.12 ”金刚石 结构 


c 方向 的 一 个 周期 平移 。 这 是 第 一 特征 方向 的 对 称 要 素 。 另 一 种 
PARNER Ed WBM, Pu, BEF cmas >, 
+) 的 平面 就 是 一 个 d 滑 移 面 ， 它 使 0,0,0 依次 变换 到 (二 ， 
1 1 1 1 3 3 1 、 . 
4* +), (1, 2? 0), (5. 4" ia. 1 ，0 )。 这 也 是 第 
一 特征 方向 的 对 称 要 素 。 可 见 ， 第 一 特征 方向 上 对 称 要 素 的 完全 


表示 应 为 4:/d。 同 样 ， 在 第 二 特征 方向 上 的 3 次 轴 ， 由 于 通过 
有 反 演 中 心 ， 实 际 上 是 3 轴 ; 在 第 三 特征 方向 上 ， 还 有 轨迹 为 


(x,x- 二 ,0) 的 2 次 加. 所 以 ， Fdsm 的 完全 的 国际 符号 为 
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最 后 ， 我 们 还 要 指出 ， 金 刚 石 结构 的 布 喇 非 晶 胞 是 面 心 立 方 
晶 胞 ， 每 晶 胞 含有 4 个 格 点 。 金刚石 结构 的 基 元 由 两 个 碳 原 子 组 
成 ， 例 如 ， 对 应 于 原点 处 一 个 格 点 的 两 个 原子 是 位 于 (0,0，0) 


m(t, i, Dom. 


碳 元 素 的 另 一 个 重要 晶体 结构 是 石墨 结构 ， 称 为 A9 型 ， 它 
的 空间 群 是 Ρ6. /πιπιοί Τε} 5 如 图 7,13 所 示 。 这 里 ， 每 ΠΠ ΡΕ 
4 个 原子 ， 占 有 20 和 2c 位 置 ， 在 取 反 演 中 心 为 原点 的 晶 胞 中 ， 


图 7.13 石墨 结构 


4 个 原子 的 坐标 为 (0,0, 4 ) (55.2). (5$ 3) (> 


L, 2), 现在 ， 我 们 第 一 次 看 到 一 种 原子 占有 两 套 等 效 点 系 的 
情况 。26 和 2ο 的 位 置 对 称 性 相同 ， 都 是 5m2， 但 它们 是 不 同 的 
等 效 点 系 .这 4 个 原子 所 占有 的 4 个 位 置 ， 合 起 来 称 为 等 质点 系 。 
在 前 面 所 举 的 几 个 例子 中 , 等 质点 系 只 包含 一 种 等 效 点 
R. 但是， 一 般 情况 下 ,等 质点 系 可 能 含有 几 套 等 效 点 系 , 并 在 合 
有 可 调节 参量 的 等 效 点 系 中 ， 还 可 能 含有 几 套 坐 标 不 同 的 原子 。 
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图 7.14 所 示 是 As 的 晶体 结构 (A7 型 ), 它 的 空间 和 群 为 
R3m(D$,),3é 58 166 号 空间 群 , 空 间 群 的 点 BÉ 为 3m( D, , ) .前 文 
曾 指出 ， 三 方 晶 系 的 尺 晶 胞 也 可 以 取 为 体积 增 大 到 3 倍 的 双 心 晶 
胞 。《 国 际 玫 》 中 正 是 用 这 两 种 晶 胞 给 出 各 等 效 点 系 的 坐标 数据 
的 ， 前 者 用 的 是 菱形 坐标 ， 后 者 用 的 是 六 角 坐 标 。As 型 结构 
形式 可 以 构成 如 下 ,将 8 个 由 原子 排 成 的 简单 立方 放 在 一 起 构成 
一 个 大 的 立方 晶 胞 ， 这 相当 于 将 两 个 面 心 立 方 套 在 一 起 。 然 后 将 
其 中 一 个 面 心 立方 沿 L111] 方 向 位 移 ， 以 致 每 个 原子 的 6 个 近邻 
原子 有 3 个 变 得 较 近 而 另 3 个 变 得 较 远 。 或 者 说 ， 一 个 面 心 立 方 
中 的 《111》 面 和 相 邻 的 上 下 两 个 来 自 另 一 个 面 心 立方 中 的 (111) 
面 不 再 是 等 距离 。 医 7,14 (b) 表示 的 是 来 自 两 个 面 心 立方 的 靠 
近 的 《111) 面 原子 形成 的 一 个 (111) PTE, (a) 图 中 还 示 出 


图 7.14 As 型 结构 
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了 按 《国际 表 》 资 料 所 选取 的 有 R 量 胞 ， 每 晶 胞 有 两 个 原子 ， 占 有 
2c 位 置 ， 其 坐标 是 土 (x,x,x)，x=0.23。 上 有 具有 入 s 型 结构 的 单质 
晶体 还 有 Sb， Bi 等 。 
图 7.15 所 示 是 Se 的 晶体 结构 (A8 型 ), 它 的 空间 群 为 
P3, M 是 第 152 号 空间 Bé, zx d] PE y i τν 32(5.), 
结构 属于 三 方 晶 系 ， 布 喇 非 晶 胞 为 一 唱 胞 ， 所 以 在 六 角 坐 标 


9 1 L 
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PE € 
0 x 
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图 7.15 δεξι 
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有 3 个 原子 ,占有 34 位 置 , 沿 c 边 
4 对称 排 成 链 状 。 图 7.15(b) HERY 


ἈΠΕ ES LESER, Ea Ju 
η, Jara 3 Um 
Fd. A ERJ ΕΜΙΡ 
το ΕΚΔ. ΠΙΕΙ δι, Se 118 ul W J WD» ar 

需要 指出 ， 这 里 所 说 的 


是 右 旋 5e 结构 。 实 际 上 ， 


2 μ.ο TENTE 心 
结构 "mae 变形 


zx [HI BEP3,210D3 ) 和 已 3 ,21 


(D5 ΠΆΘΕΙ, Se 
BEUA # P3,21(D5) 的 
对 称 性 ， 形 成 左旋 Se 
闻 群 中 ， 有 22 种 
空间 和 鹤 组 成 11 对 对 形 空 


在 230 种 空 


Tr, WER ] 所 列 。 


结构 ， 


z[R] 


Ba pe Ze e xk WE PS PERA ἐπ tk, 2 
表 1.2 若干 单质 晶体 结构 资料 


— mau" w 


图 7.16 


白 锡 结构 


某 种 共有 对 形 空间 群 对 称 性 的 晶体 ， 可 以 结 


分 别 在 物理 性 质 上 表现 出 左旋 


编号 车 多 类 型 代表 品 休 空 M mI mest 

AL Cum | Cu Επιᾶπι 4a |α-3.6] Ἆ 

A2 ia- Fe a-Fe Im3m m a=2.86 Á BEEN 
A3 Meg 型 Mg  |P6,/mmc | 2c |a-3.20À, c-5.20À 
A4 ΠΙΕΙ 8-C Fd3m ga a=3.56 À 

AS [gm [B- Sa I4, Jama da |a-25.82À, c=3.17A 
AT As 型 EST 2c a-4.14À, a= 54°7 
A8 |Se 型 Se P3.21 m a-4.34À, c=4.95A 
AS [REUS a-C P6, /mme Zb» | a =2.46A,c=6.80A 
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和 右 旋 两 种 旋光 性 ， 

图 7.16 是 白 锡 的 晶体 结构 (A5 型 )， 它 的 空间 群 为 £4, /amd 
(Dia), RE 141 号 空间 群 ， 空 间 群 的 点 群 为 4/mmmCD, ,). 
对 于 14,/amd(D4;)， 原 点 可 取 在 4m2 位 置 ， 也 可 以 RE 2/m 位 
置 《〈 这 里 有 反 演 中 心 ) 。 自 锡 结构 为 正方 体 心 结构 ， 每 晶 胞 有 4 

个 原子 ， 占 有 4a 位置， 
表 7.2 给 出 了 若干 单质 晶体 结构 资料 


7.5 ZEKA ΑΛ 


二 元 化 合 物 有 AX, AX, AX, Α,Χ, 等 各 种 类 型 ， 也 同 
单质 晶体 相仿 ， 在 每 种 类 型 中 ， 又 按 晶 体 结 构 划 分 为 各 种 结构 型 
式 。 属 于 同一 种 结构 型 式 的 ， 其 中 组 成 原子 有 相同 的 排列 方式 和 
相同 的 空间 群 对 称 性 ， 但 组 成 原子 的 种 类 、 原 子 间距 或 晶 胞 参量 
的 具体 数值 可 以 不 同 。 

下 面 从 最 常见 的 AX 型 晶体 开始 介绍 。 

NaCl 晶体 结构 如 图 7.17 Bros, 这 是 一 种 典型 的 二 元 离子 最 
体 ， 它 的 空间 群 是 Fm3m(O3)。 其 中 ，Na* 和 Cl 分 别 占有 
4a 和 4 和 2 位 置 。 由 于 这 两 种 位 置 都 具有 位置 对 称 性 mx3m, 所 以 反 过 
来 说 分 别 占有 和 折 和 4a 位 置 也 可 以 。 这 种 结构 的 布 喇 菲 点 阵 是 面 心 
立方 点 阵 ， 对 应 于 一 个 格 点 的 基 元 由 一 个 Να’ 和 一 个 C1" 组 成 。 
这 种 NaCl 结构 还 可 以 按 非 等 径 球 密 堆 模型 描述 ， 较 大 的 CD oH 
子 排 成 面 心 立 方 ， 较 小 的 Nat 离子 填 入 它 的 八 面体 空 Ba 之 rh, 
具有 这 种 结构 的 还 有 很 多 二 元 化 合 物 ， 如 LiF，LiCl，Nal 等 
大 部 分 碱 商 化 合 物 ，AgCi “κα ΒΒ, Feo, CaO, ΜΕ», 
BaS,，MnSe,，CaSe,，CaTe，SnTe 等 二 价 化 合 物 , TiN, VN, 
TiC, ZrC,NbC 等 高 价 化 合 物 ， 统 称 为 NaCl 结构 。 

另 一 种 典型 的 二 元 离子 晶体 结构 是 wsCl 结 构 如 图 7.18 
所 示 ， 其 空间 群 为 Pm3m(Ol), Ep, Cs'$üCi^ 分 别 占有 1a 和 
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16 位置 ， 位 置 对 称 性 均 为 m3m， 布 喇 菲 点 阵 是 简单 立方 点 EE, 
基 元 由 一 个 Cs* 和 一 个 Cl” 组成。 这里， 我 们 顺便 指出 一 个 常见 
的 误解 ， 就 是 有 人 常常 将 CsCl 视 为 体 心 立方 结构 。 我 们 知道 ， 


ec Oa 


图 7.17 NaCl 结构 图 7.18 CsCl 结构 


在 体 心 立方 结构 中 ，(0,0,0) 和 (二 ,于 ， 了) 位 置 应 由 相同 的 原子 
占有 ， 但 在 CsC1 中 却 是 两 个 不 同 的 离子 Cs* 和 Cl-， 所 以 它 不 
是 体 心 立方 结构 。 具 有 此 种 结构 的 还 有 CsBr Csi, Tilg g 
化 物 ， 以 及 CuZn，AgCd，AuMg，NiAl 等 二 元 合金 M. 统称 
为 CsC1 结构 ， 

ZaS 也 是 一 种 常见 的 二 元 化 合 物 ， 它 有 两 种 晶体 结构 ， 一 种 
是 立方 结构 的 w- ZnaS ,也 称 闪 锋 矿 结构 。 另 一 种 是 六 方 结构 的 有 - 
ZaS， 也 称 纤 镍 矿 结构 。 | 

α-Ζα5 结构 如 图 7.19 所 示 ， 其 空间 群 为 Fa3m(T3)， 是 
第 216 号 空 间 群 。 这 种 空间 群 与 Fd3m (Ο}) 关系 密切 ， 前 者 是 
后 者 的 子 群 ， 都 具有 面 心 立方 的 布 喇 非 点 隆 。 如 果 将 Zn 和 5 8 
成 同 种 原子 ， 它 就 变 成 金刚 石 结构 ， 所 以 它 同 金刚 石 结构 关系 密 
切 。 事实 上 ， 许 多 五 一 族 半导体 化 合 物 具 有 α- Ζα5 结构 ， 它 
位 的 许多 性 质 可 以 从 金刚 石 结构 出 发 进行 讨论 . 在 α- 215 结构 
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中 ，Zn 和 S 分 别 占 有 4a 和 4c 位 置 ， 其 位 置 对 称 性 都 是 43m 。 
a-ZnS 结构 和 金刚石 结构 的 区 别 在 于 ， 位 于 晶 胞 内 部 的 4 个 原 
子 辐 位 于 项 角 和 面 心 的 4 个 原子 不 是 辣 种 原子 ， 因 而 不 再 有 将 这 
两 种 原子 联系 起 来 的 对 称 操作 ， 导 致 .4 MWA d 滑 移 面 的 W A, 
反 演 中 心 也 不 复 存 在 。 

-Zas 结构 如 图 7.20 所 示 ， 其 空间 群 为 P6smc(Cio)， 是 
第 186 号 罕 问 群 ， 简 单 六 方 点 阵 ， 每 唱 胞 中 有 Zn 和 S ΒΤ 
子 ，S 占有 2c 位 置 ，Za 占有 2b 位置 ， 位 置 对 称 性 均 为 3m， 
这 种 结 梅 可 以 视 为 由 两 个 密 排 六 方 套 在 一 起 而 成 ， 其 中 5 和 Zn 
各 自 排 成 一 个 密 排 六 方 。 这 种 结构 还 可 以 按 非 等 径 球 密 维 模型 ， 


e Zn Os 


ez Gs 
图 7.19 a-ZnS 结构 图 7.20 β-Ζα5 结构 

将 S 视 为 密 排 六 方 ， 而 Zn 填 入 它 的 四 面体 空隙 之 中 。 可 见 ， 此 
种 结构 与 密 排 六 方 结构 有 密切 关系 。 

CaF, (得 石 ) 结构 也 是 一 种 比较 常见 的 晶体 结构 。 它 的 3 
[8] SEXE Fm3m(OD), ， 面 心 立方 点 阵 ， 每 晶 胞 含有 4 个 Ca 原子 和 
8 个 上 原子 ，Ca 占 有 4a 位置 ，E 占有 8c 位 置 ， 基 元 由 一 个 
Ca 原子 和 两 个 上 原子 组 成 ， 如 图 7.21 所 示 。 

以 上 介绍 的 都 是 比较 简单 的 二 元 化 合 物 晶 体 结构 。 下 面 ， 我 
们 将 介绍 几 种 稍为 复杂 一 些 的 二 元 化 合 物 晶体 结构 。 
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ui 


QN: Q^ 
图 7.21 CaF: GERD 图 7.22 NiAs 结构 

(Di;)， 每 一 个 简单 六 方 蝇 胞 中 含有 Ni 和 As 原 子 各 两 个 , Nit 
有 2a 位置 ，As 占有 2c 位 置 。 这 两 种 位 置 的 对 称 性 不 同 ， 不 能 互 
换 。 这 种 结构 从 C0001] JAR, 实际 上 是 由 Ni 的 密 排 面 和 As 
BJ 36 318122 SF EEST PR, HERE 2k AR ABAC, ABR Ni, B 
51 为 As。 也 可 以 视 为 As 排 成 密 排 六 方 ， 而 Ni 填 在 它 的 八 
面体 空隙 中 ， 可 见 这 种 结构 也 和 密 排 六 方 结构 有 密切 关系 . 

图 7.23 ARa TiO RIH) 结构 ,其 空间 群 为 No.136 
P4,/mnm(D1:)， 四 方 简单 点 阵 ， 每 晶 胞 含有 两 个 Ti 原子 和 4 
AORT, Ti pA 24 位置 ， O 上 有 4f 位 置 。 

图 7.24 所 示 是 CdI, #š 
构 , 它 的 空间 群 是 No 164 P3m1 
(Di), ZD A A A, F SR 
胞 含有 一 个 Cd 原子 和 两 个 工 原 
+, Cd kA lady E, 1 dd 2d 
位 置 。 此 种 结构 也 和 密 排 六 方 结 
构 有 密切 关系 ， 可 以 视 为 1 ΕΙΚ, 
密 排 六 方 ,而 Cd 隔 层 汗 入 八 面 体 en (o 
空隙 中， 形成 I--Cd 一 1 层 状 结 m 7.23 TIO (金红石 ) 结 构 
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构 。 这 种 层 状 结构 与 相 邻 的 层 状 结构 之 间 只 有 微弱 的 范 德 瓦 斯 键 
作用 ， 所 以 CdT, 结构 具有 很 好 的 (0001) 解 理性 ， 

图 7.25 所 示 是 MoS , 结构 ,其 空间 群 为 No.194P6, /mmc 
(05) ,简单 六 方 点 阵 ， 每 晶 胞 含有 两 个 Mo 原子 和 4 个 原子， 


7.24 Cdi: ΠΗ 图 7.25 MoS 结构 


分 别 占有 2c 和 好 位 置 。 按 《国际 表 》 资 料 ， 原 点 取 在 反 演 中 心 
位 置 ， 即 图 中 晶 胞 的 ( 0, 0, 地) 位置, 于 是 Mo 和 S 的 坐标 分 别 为 


Mo(2c); (5.1.1), (2.1.3), 


" mE 


` 


sap, (Ekia) (bod 


ο =+. 


为 了 更 清楚 地 看 一 看 Μος. 结构 的 细节 ， 图 7.26 给 出 它 在 三 个 
方向 上 的 投影 图 示 。(a) 图 是 没 ο 方向 的 投影 ， 图 中 黑 点 表示 
Mo 原子 ， 圆 图 表示 S 原子 ， 旁 边 注 明 的 数字 表示 取 c 轴 长 度 为 
100 时 这 些 原子 位 置 的 高 度 。(b) 图 是 一 个 S 一 Mo 一 S 层 的 投影 ， 
高 度 为 13 和 37 的 S 原子 在 投影 图 上 重合 ， 上 下 各 3 个 S 原 子 


图 7.26 MoS: 结构 的 投影 图 示 
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构成 一 个 三 棱柱 ， 其 中 有 一 个 高 度 为 25 的 Mo 原子 。(c) 图 是 沿 
a 方向 的 投影 。 左 边 图 给 出 两 个 晶 胞 ， 其 中 注 明 的 分 数 是 原子 
沿 a 轴 的 坐标 ， 虚 线 画 出 三 棱柱 的 轮廓 ， 右 边 图 给 出 MoS, 结 
构 的 原子 堆 反 模型 ， 其 中 5 原子 彼此 相 切 ，Mo 原子 填充 在 SH 
三 棱柱 中 ， 满 足 最 密 堆 霖 原则 。 

以 上 所 述 的 各 种 化 会 物 的 晶体 结构 ， 有 由 离子 构成 的 离子 晶 
体 ， 如 NaCl，CsCl，CaF,，TiO,，CdI,，MoS ,等 ， 有 由 原 
子 构 成 的 共 价 晶体 ， 如 ca-ZnS 等 ， 有 由 金属 或 半 金 属 原子 构成 
的 金属 晶体 ,如 NiAs 等 。 作 为 这 些 晶 体 结构 单元 的 质点 ,都 是 单 
独 分 开 地 排 在 各 个 位 置 上 。 除 此 以 外 ， 也 有 一 些 晶 体 ， 其 中 作为 
结构 单元 的 是 由 若干 原子 或 离子 构成 的 原子 团 或 离子 团 。 下面 ， 
我 们 来 介绍 两 个 这 样 的 例子 。 

图 7,27 所 示 是 FeS (91) 的 晶体 结构 。 从 化 学 式 
看 ， 它 是 AX, 型 ， 但 其 中 两 个 S ΤΩΝ Ὁ Πκ δ ἜΗΙ 51, 5 
Fe** 构成 与 NaCl 相似 的 结构 。 上 Fe59 , 结构 的 空间 群 是 No.205 
Pa3(T 人 和， 每 晶 胞 有 4 个 Fe 原 
子 和 8 个 S 原子 。Fe 原子 占 有 
4a 位 置 ，S 原子 占有 8c 位 置 。 
在 离子 团 51- 中 ， 两 个 S 形 成 
,哑铃 状 ， 沿 晶 胞 八 分 之 一 的 小 立 
方 体 对 角 线 方向 放置 。 由 于 这 个 
缘故 ,Fe9 : 结构 虽然 与 NaCl 结 
构 相 似 ， 但 它 的 对 称 性 较 低 ， 
其 空间 群 是 Pa3(7T5) 而 不 再 
Ἐξ Fm3m(O?), 


e@eFe o S 


图 727 FeS>; 结构 
(ας, 结构 也 有 类 似 情况 ， 如 图 7.28 所 示 ， 其 中 两 个 C 原 
子 结合 成 离子 团 C 和 ,其 中 心 和 Ca: 排 成 与 NaCl 相似 的 结构 。 
ATACE 呈 哑 铃 状 ， 沿 ο 方向 排列 . 由 于 Cio 的 排列 破坏 了 
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NaCl 结构 的 3 次 对 称 轴 ， 它 的 对 称 性 也 降低 了 。 对 此 ， 我 们 将 
留 作 习题 请 读者 去 进行 讨论 。 


图 7.28 CaC2 结构 


最 后 ， 我 们 再 介绍 一 种 常见 的 (a-A1,0, 《刚玉 》 £d, 这 
ZAX, 型 化 合 物 。 属 于 此 种 结构 型 式 的 还 有 Ga,0,,Cr,0，， 
c-Fe,O,, V,O,, TiO, 45. a-AL,O, 结构 的 空间 群 是 No。 
167R3c(D$,), JA 中 可 以 取 两 种 形式 的 晶 胞 。 在 凌 形 E, 胞 rh, 
含有 4 个 Al 原子 和 6 个 O 原子 ， 即 两 个 Al1:0, 分 子 。 fE XC 
三 方 晶 胞 中 ， 则 含有 6 AlO, 分 子 。 图 7.29 所 示 是 a-A1,0, 
在 六 角 坐 标 中 沿 ο 方向 的 投影 。 其 中 “xy” 号 代表 高 度 为 ， 


了 二， 二 的 0 原子 ， “+” ΒΛΑΒΗ ΑΕ, D. WORF. 
这 些 O 原子 排 成 密 排 六 方 ， 相 邻 的 (0001) 密 排 面 之 间 有 八 面 体 
ZR. A 原子 就 填 在 八 面体 空隙 位 置 , 但 只 占有 2/3 位 置 .“《。” 
符号 代表 BRNE, LAU, "D" 符号 代表 高 度 为 Duos 
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Al 原子 “o” 符号 代表 高 度 为 记 ， 五 的 Al 原子 在 每 一 


个 Al 原子 的 (0001) 面 中 ，Al 原子 排 成 与 石墨 片 相同 的 六 方 网 
i MERTE Al 原子 面 的 六 方 网 孔 位 置 相互 错开 ， 其 投影 构 
成 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 。 如 果 将 连续 三 层 Al 原子 面 的 排 列 方 
式 用 ccsycs: 表 示 ， 那 么 a-Al,O, 结构 沿 c 方 向 的 堆 霹 次 序 可 
3879 Aci Be Ac Bey Ac Bes. ΕΗ 7,29 (9) 88 B— Πλ. BA Ja 85% 
影 图 。 查阅 《国际 表 》 资 料 ， 可 知 Al 原子 占有 12c 位 置 ， 位 置 
对 称 性 为 点 群 3(c,)，O 原子 占有 18 e 位 置 ， 位 置 对 称 性 为 点 群 
2(C ,) 。 不 过 要 注意 , 《国际 表 》 中 是 选取 反 演 中 心 为 原点， 是 


ο, 中 ,2 
+ 3? 3 
d NÐ i t 
A N 1 5 Τι 
n Q9 12^ 12' i2: 15 
x x 1 3 7 9 
~o pd 12 12° I2? IZ 
N 3 5 9 1 
t 12' 12' 12! ig 
(b) ` 


7,29 a-A1203 结构 正 投影 图 
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图 7.29(a) 双 心 晶 胞 中 的 《0, 二, 二) 点 ， 因 而 《国际 表 》 资料 所 ` 


给 出 的 坐标 与 此 处 钓 坐标 有 一 个 相对 位 移 。 


7.6 多 元 化 合 物 赣 体 结构 


多 元 化 合 物 种 类 尤其 繁多 ， 昂 体 结构 也 尤其 复杂 。 不 过 ， 人 
们 发 现 ， 很 多 多 元 化 合 物 的 晶体 结构 可 以 视 为 简单 的 二 元 化 合 物 - 
结构 的 衍生 结构 ， 从 而 使 讨论 大 为 简化 。 下 面 ， 我 们 将 列举 一 些 
具体 的 例子 ， 

方解石 (CaCO,) 结 构 是 ABX, 型 化 合 物 ， 但 可 以 视 为 NaCl 
结构 的 衍生 结构 。 从 NaC1 结 构 出 发 ， 将 Na+ 换 成 Ca*+， 将 
ΟΙ 换 成 (CO 一 ,使 (CO,) 三 角形 平面 垂直 于 [111] 方向 ， 
而 且 使 相 邻 层 的 (CO,):- 三 角形 相对 转动 60"， 然 后 整个 地 沿 
[1111 方向 稍为 压缩 一 下 即 得 到 方解石 结构 ， 如 图 7.30。 这 种 
yz: SE NO.167R3c (D; 0, EYR Hg, ΒΕ REL Ba ë; 
有 两 个 CaCO, 分 子 ，Ca 占有 2 位 置 ，C 占有 2a 位 置 ，O 占有 
6e 位 置 。 不 过 ， 图 7.30 并 不 是 一 个 中 晶 跑 ， 甚 至 不 是 一 个 晶 
了 胞 ， 如 果 我 们 沿 纵向 看 一 看 它 的 堆 操 层次 就 会 一 目 了 A. Cat 
离子 所 排 位 置 是 面 心 立方 , 令 它 的 推 识 层次 为 abcabc…， 
(COD 离子 团 所 排 位 置 也 是 面 心 立方 , 但 相 邻 层 有 不 同 取向 ， 
可 令 它 的 堆 探 层次 为 AB: CA! BC! AB! C, FEDRAU 
ENH aCb4'cBaC'bAcB'a-., fW, ixdÉ— #h12 E 3E M 
结构 ， 而 图 7.90 只 画 出 了 7 E, ΕΤ Ίσα". 并 不 是 等 同 点 ， 
即 不 能 同时 为 格 点 ,所 以 这 个 图 不 是 一 个 晶 胞 . Ἢ Y RUBRA, 
需 先 考 查 等 同 点 的 分 布 。 车 取 最 下 面 一 个 4 层 的 Ca** 离子 位 m 
为 原点 ， 则 隔 一 层 的 Cat 位 置 才 是 等 同 点 ， 所 以 了 晤 胞 的 3 
个 基 拓 应 是 图 中 的 面 对 角 线 秋 量 。 由 此 ， 我 们 不 难 找到 卫 因 胞 的 
正确 图 示 。 顺 便 指 出 ， 在 有 些 书 中 ， 将 图 7.30 的 图 形 称 为 方 解 
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idu 


石 的 《大 唱 胞 ”， 这 是 不 正确 的 ， 因 为 它 不 符合 晶 跑 的 定义 .- 


图 7.30 由 NaC 结构 导出 方解石 (CaCO3) 结构 


文 石 (CaCO,) 是 一 种 与 方解石 有 相同 成 分 的 晶体 ， 但 有 不 同 
的 晶体 结构 ， 如 图 7.31 所 示 。 文 石 结构 可 视 为 NiAs 结 构 的 等 
生 结 构 。 我 们 知道 , NiAs 结构 的 密 排 面 堆 霖 次 序 是 4BAC…， 
A 代 表 Ni, BA C 代表 和 As. 现 在 ,将 BB 和 C 面 的 As 换 成 Ca**， 
将 A HA Ni g (CO), 并 使 各 个 (CO,)" 三 角形 有 升 
有 降 ， 使 相 邻 的 三 角形 处 于 上 下 两 个 A 面 中 的 (CO,)* 三 角形 
相对 转 过 60”， 即 得 文 石 结 构 。 此 时 ， 由 于 对 称 性 被 降低 ， 文 石 
结构 的 空间 群 变 为 No.62Pmcn(D25)， 属 于 正 交 易 系 ， 每 最 胞 
有 4 个 CaCO, 分 子 。 在 此 种 结构 中 ， 每 个 Ca 有 9 个 0 近邻 ,每 个 
O 有 一 个 CC 和 三 个 Ca 近邻， 每 个 C 有 三 个 OQ 近邻。 Ca 占有 4c 
位 置 ，C 也 占有 4c 位 置 ， 但 有 另外 一 套 坐 标 值 ，O 〇 占 有 4c 和 Sd 
位 置 ， 其 中 4c 位 置 的 坐标 值 又 与 Ca 和 C 的 不 同 。4c 位 置 对 称 
性 是 m(o)，8d 位 置 对 称 人 性 是 1(c)， 它 们 的 坐标 值 中 都 有 司 调 
TSE, 
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在 这 一 节 最 后 ， 我 们 来 介绍 两 种 存在 范围 相当 广泛 而 且 富 有 
意义 的 多 元 化 合 物 最 体 结 构 ， 一 种 是 ABX, 型 的 钙 钛 矿 结构 ， 
BRE AB: X, 型 的 尖 晶 石 型 结构 。 


图 7.31 XA (CaCO pi 
钙 铁 矿 结构 的 化 学 通 式 是 ABX,， 多 数 情况 下 是 ABD:，、 刀 


CaTiO,，BaTi0,，SrTiO, 等 。 它 的 高 温 相 理 想 结 构 如 图 7.32 


所 示 ， 其 中 (BX,)” 八 面体 排 成 简单 立方 ，A*… 排 在 它 的 空 D 
由 。 这 种 结构 的 空间 群 是 No.221 Prm3m(9i)， 简 单 立方 点 EE, 
每 晶 胞 含 疹 一 个 ABX, 分 子 ， A 占有 lb BL, B 点 有 lar, 


图 7.32 GN fi “ 
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Χ ΠΒ 3d 位 置 。 图 7.33(a) 是 另 一 种 图 示 , 这 里 是 将 (BX,)"” AG 
面体 放 在 晶 胞 的 中 心 位 置 ，A 放 在 晶 胞 的 顶 角 位 置 。 图 7.33(a) 
和 图 7.32 是 完全 等 价 的 。 

有 意义 的 是 ， 这 种 非常 简单 的 钙 钛 矿 结构 却 表现 出 结构 相 变 . 
的 许多 变 体 .这些 结 枸 变 体 可 分 为 3 类 ， 


图 7.33 Totg Arm TE 


(1) 阳离子 位 移 ; | 

(2) (BX,)”“ 八 面体 扭转 

. (3 ) 以 上 两 种 效应 都 有 。 

第 一 种 情况 如 图 7.33 所 示 ， 例 如 BaTiO,， 高 温 相 为 立方 
Pm3m 结构 ， 如 图 中 (a) , 而 当 温 度 下 降 时 发 生 结 构 相 变 ，Ba 和 
Ti 相对 于 O 没 [001] 方 向 发 生 位 移 ， 如 (b) 图 。 这 时 ， 空 间 群 变 
为 Ράππι(ζ,1), ΤΗΣ, Bat ta 位 置 ，Ti 在 16 位 置 ，Or 
在 二 位 置 ， Ox 和 Or 在 2c 位 置 。 原 则 上 说 ， 连 续 地 将 位 ΒΡ πὲ 
小 到 零 ， 四 方 结构 将 变 回 到 立方 结构 。 当 然 ， 在 位 移 连 续 变 化 
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时 ， 对 称 性 的 变化 却 是 不 连续 的 。 我 们 不 难看 出 ，P4mmi 的 全 部 
对 称 操作 都 包含 在 Pm3m 之 中 ， 即 前 者 是 后 者 的 子 群 。 
进一步 降温 ， 阳 离子 的 位 移 转 到 [110] 方 向 ， 如 (c) 图 所 示 。 

hs SARRE mR Cmmi), EXC qs BAN. H 
于 2 次 轴 在 面 对 角 线 方向 ， 所 以 需要 重新 选取 晶 胞 ， 如 图 7.34 
所 示 。 这 是 5 心 晶 胞 ， 新 的 a. 平行 于 2 次 轴 ， 新 的 b, filc, Ξὲ 
直 于 反映 面 ,但 c。 和 < 一致 。 我 们 同样 不 难看 到 ,C2mm 是 Pm3m 
的 子 群 ， 当 位 移 连 续 减 小 到 零 时 ， 正 交 相 变 回 到 立方 相 。 不 过 要 
注意 ， 通 过 位 移 的 连续 变化 并 不 能 从 正 交 相 直 接 变 到 四 方 相 而 不 
经 过 立方 相 ， 即 此 种 情况 下 的 C2mm3t2 32 Pimm TEE. 


ΕΙ 7.34 钙 钛 矿 结构 中 的 C 心 晶 胞 


当 温 度 再 下 和 降 时 ， 出 现 最 低温 相 ， 如 图 7.33(d) 所 示 。 此 
:时 ， 阳 离子 的 位 移 方向 是 [111]， 空 间 群 变 为 Rm, 

(BX,)"- 八 面体 扭转 的 情况 可 以 从 SrTiO, 中 反映 出来。 
如 图 7.35 所 示 ， 八 面体 发 生 绕 轴 的 转动 ， 而 相 邻 的 八 面 体 转动 
方向 相反 。 这 种 扭转 使 晶 胞 的 各 个 轴 增 长 一 倍 ， 只 剩 下 唯一 的 4 
次 轴 ， 于 是 立方 相 变 为 四 方 相 , 空 间 群 变 为 下 4/mmac(D48)。 当 
扭转 连续 碱 小 到 零 ， 四 方 相 将 变 回 到 立方 相 ， 所 以 F4/mmc 是 
.Pm3m 的 子 群 。 
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表 7.3 列 出 若干 具有 钙 詹 矿 结构 的 化 合 物 ， 表 中 第 一 栏 是 
Af B ETE. 


图 7.35 SHD AKRA ER 
尖 晶 石 结 构 的 化 学 通 式 是 AB,.X,， 多 数 情 况 下 Æ AB,O0,, 
如 ΜΡΑΙ,Ο,, FeCr,O,, MnFe,O, 等 。 尖 晶 石 结构 的 空间 HE 
为 No.2277ad3m， 属 于 立方 晶 系 , 每 晶 胞 含有 8 个 AB,X, 分 
子 。 在 标准 的 尖 晶 石 结构 中 ，32 48 X 排 成 立方 最 密 堆 积 ， 其 中 
有 64 个 四 面体 空隙 和 32 个 八 面体 空 阶 ， 而 8 个 A 填 充 在 四 面 
体 空 隙 中 ，16 个 B 填充 在 八 面 体 空 阶 中 。 为 了 表述 此 种 排列 方 
式 ， 可 将 尖 晶 石 结构 式 写 为 [Aj:5[B,J]oX,， 此 处 下 标 “7” 和 和 
“O” 分 别 代表 四 面体 和 八 面体 空 阶 位 置 。 例 如 ,MgAl,O, 可 写 
为 [Mg**j:[A13+joO,， 出 此 我 们 还 看 到 两 种 金属 离子 的 电价 H, 
是 2 : 3。 在 有 些 化 合 物 中 , SEXES B RIA RT ΜΙ mE AE X 
， EBjrLA,BJ。X,， 这 称 为 反 尖 晶 石 结构 。 
图 7,36(a) 是 尖 晶 石 MgAl O, 结构 的 一 个 晶 Hg. O?- 离子 
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排 成 立方 最 密 堆 积 ， 整 个 晶 胞 中 有 32 个 0- 离子 ， 分 成 4 层 装 
在 晶 胞 的 立方 体 之 中 。 ADS ATERRAT OU. XE — Ἐ SE 


图 7.36 MgAi2O4 结 构 
品 胞 表面 的 氧 离子 面 上 ， 沿 对 角 线 方向 排 4 AD 离子 ， 而 在 
顶 角 上 共用 一 个 Al:* 离子 。 如 果 将 A1** 离子 的 排列 位 置 单 独 
作 图 ， 则 如 (b) 图 所 示 ,，16 Alt 离子 排 成 一 个 正四 面体 , Met 
离子 的 排列 位 置 具有 金刚石 结构 形式 , 单独 作 图 则 如 CO 图 所 示 。 
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为 了 看 清楚 Mg** 离子 的 排列 ， 我 们 特 在 图 中 多 画 出 半 个 晶 胞 。 
最 后 ， 查 阅 《 国 际 表 》 资 料 ， 立 即 可 以 写 出 各 种 离子 所 占有 的 蕊 
科 夫 位 置 ，Mg** 占 有 84 位 置 ，Al** 占 有 16c 位 置 ，O GN 
32e 位 置 。 

很 多 具有 人 尖 晶 石 结构 的 易 体 是 铁 氧 体 磁 性 材料 ， 在 工业 上 有 
广泛 应 用 。 人 类 早 就 发 现 的 天 然 磁 石 Fe:O, 就 是 一 种 具有 尖 μὴ 
石 结构 的 铁 氧 体 ， 它 的 结构 式 可 表 为 [Fe 汪 ]r[Fei]oO.， 实 际 
上 是 FeO f Fe,O, 的 复合 氧化 物 。 

表 7.4 列 出 若干 具有 人 尖 唱 石 结构 的 化 合 物 ， 其 中 第 一 栏 为 A 
和 B 离子 的 电价 比 。 


7.7 J 题 


1) 从 等 效 点 之 间 关 系 ， 证 明 空 间 群 Fddd(D2;) μὴ πε Z ER 
ma. p222 


2) 对 于 空间 群 14/m(C1,)， 在 最 胞 的 立体 图 中 标 出 5 科 
夫 符 号 为 a,b,c,d,e 的 位 置 . 

3) 选取 适当 方向 ， 作 出 空间 群 投影 图 ， 说 ΒΗ 4ba2, B2cb 
和 Cc2a 为 同一 种 空间 群 ， 并 且 指 出 它们 之 间 坐 标 轴 的 转换 
4) 等 径 球 堆 积 成 以 下 结构 〈 不 一 定 是 最 密 堆积 ) ， 试 求 其 
堆积 系数 ， 即 所 占 体 积 与 总 体积 之 比 ，〈1 ) 简单 立方 ;5 (2) . 
体 心 立方 (3) EDLA: G) ERKA AMEER EHE 
ZW . | | 

5) TEX IRERGEHERUES SS JL PEZ SUR PU TRE HS ER rR F| 
填 入 较 小 的 球 ， 试 求 填 隐 小 球 和 大 球 的 半径 比 。 . 

6 》 按 等 径 球 最 密 堆积 模型 ， 求 密 排 六 方 结构 的 轴 Ec ε/α. 

7) 参阅 图 7.11 所 示 Mg 型 结构 , (1) 如 果 两 个 原子 占有 2c 位 
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置 ， 试 在 图 中 画 出 《国际 表 》 资 料 所 规定 的 最 胸 位 置 ，〈《 2》 如 
果 两 个 原子 占有 2d 位 置 又 如 何 ? 《3 〉 丙 个 原子 所 占有 位 置 为 
什么 不 是 2b 位 置 ? 

8) 参阅 图 7.13 所 示 石 墨 结构 。 C10 作出 以 反 演 中 心 为 
原点 的 晶 胞 ， 使 4 个 原子 占有 20 和 2c 位 置 ， (2) 4 个 原子 也 
可 以 认为 占有 2 和 2d 位 置 ， 试 作出 此 时 的 晶 胞 图 形 。 

9) EA Sn 的 高 温 相 为 白 锡 ， 低 温 相 为 灰 锡 。 白 锡 结 构 的 
最 胞 参量 为 a=5.82A，c=3.17A。 灰 锡 具有 金刚 石 结构 ， 晶 
胞 参量 为 a= 6.46A。 当 温度 降低 时 ， 白 锡 转变 为 灰 锡 。 C) 
从 对 称 性 的 对 应 关系 ， 说 明 它 是 通过 单 向 伸 长 而 发 生 du WE B8, 
(20 计算 相 变 前 后 体积 的 变化 率 (提示 ， 从 金刚 石 结构 中 取 一 
个 四 方 体 心 晶 胞 )。 

10) 试 以 反 演 中 心 为 原点 ， 写 出 空间 群 Fd3m(O;) 中 32e 
位 置 的 坐标 。 

11) x-ZnS 和 B-ZnS 是 同一 种 化 合 物 的 两 种 晶体 结构， 
试 比较 它们 的 相同 点 和 不 同 点 。 若 在 两 种 结构 中 ，S 一 Zn 键 长 均 
为 2.35A， 试 求 两 种 结构 的 唱 胞 常数 。 

12) 讨论 CaC, 结构 的 空间 群 ， 查 阅 《 国 际 表 》 资 料 ， 指 出 
其 中 Ca 和 C 所 占有 位 置 的 位 置 对 称 性 、 乌 科 夫 符号 和 坐标。 

19) 选取 大 小 半径 比 为 1 : 0.41 的 两 种 球体 ， 试 自己 动手 制 
作 一 个 a-A1,0, 结构 模型 。 

14) 参阅 图 7,30， 作 出 方解石 结构 的 R REAR, 并 证 明 其 
有 尺 晶 胞 体积 是 图 7.30 图 形体 积 的 两 倍 。 E 

15) 钙 钛 矿 结构 在 中 等 温度 时 为 正 交 C 心 晶 胞 , 假定 阳离子 
位 移 距离 为 S ， 试 绘 出 其 立体 图 示 ， 写 出 各 种 原子 在 晶 胞 中 的 
坐标 ， 

16) 证 明 ， 钙 詹 矿 结构 中 阳离子 沿 [111] 方向 位 移 时 ， 空 
间 群 变 为 R3m. | 

17) 参阅 图 7.36 ， ilie gn 1j 中 Meg, Al, O 各 离 + 
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的 位 置 对 称 性 ， 给 出 其 乌 科 夫 符 号 和 坐标 值 ， 并 与 《国际 表 》 资 
料 比 较 。 . 
18) 已 知 某 种 晶体 co 关 68 关 c，a= B =Y= 90"， 有 同 种 原子 排 
在 下 列 位 置 ， 
(9,29, 0,04, 0,22), (-0,29, -0,04, -θ,22) ， 
(0,79, 0,46, 0,28), (0,21, 0,54, 0,72) , 
(—0,29, 0,54, —0,22), (0,29, 0,46, 0,22) , 
(0.21, —0,04, 0,72» , (0.79, 0.04, 0.28) 。 
试 确 定 这 种 晶体 的 空间 群 。 
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. 8” 空间 群 的 推导 


8.1 空间 群 的 点 群 和 商 群 


关于 空间 群 的 点 群 和 空间 群 的 商 群 ， 我 们 已 在 前 面 做 过 介 
绍 。 现 在 ， 在 讨论 空间 群 的 推导 之 前 ， 我 们 需要 再 次 强调 这 两 个 
概念 的 重要 性 。 

为 什么 要 引入 空间 群 的 点 群 这 一 概念 ? 主要 有 两 方面 原因 。 
从 宏观 上 看 ， 晶 体 的 宏观 物理 性 质 至 少 有 只 有 交 种 晶体 的 空间 群 点 
群 的 对 称 性 ， 这 就 是 晶体 物理 学 中 称 为 《 诺 伊 曼 (Neumann) [5 
理 ” 的 一 条 基本 原理 。 在 测量 宏观 性 质 时 ， 我 们 不 可 能 指望 检测 
出 微观 上 平移 的 效果 。 此 时 ， 只 有 旋转 操作 部 分 涉及 醒 体 从 微观 
到 宏观 的 所 有 方向 上 的 性 质 。 即 是 说 ， 所 有 非 点 式 操 作 {(Β|τ}Ρ 
表现 为 {R|0} 的 效果 ， 因 而 空间 群 在 宏观 物理 性 质 上 只 表现 为 空 
间 群 点 群 的 效果 。 一 个 例外 是 旋光 住 ， 它 可 以 表现 出 非 点 式 操作 
的 效果 ， 这 是 因为 光波 从 一 个 晶 胞 向 下 一 个 晶 胞 传播 的 过 程 中 ， 
沿 传播 方向 的 螺旋 操作 会 使 光波 偏 深 面 发 生 偏转 ， 从 而 产生 旋 
xt. 

引入 空间 群 点 群 这 一 概念 的 另 一 方面 原因 是 它 同 空间 群 商 群 
的 密切 联系 。 我 们 曾 指出 ， 平 移 群 了 是 空间 群 G 的 不 变 子 群 ， 于 
是 可 求 得 空间 群 @G 关 于 平移 群 了 的 商 群 G/7。 空 间 群 的 商 群 有 
个 元 素 ， 每 个 元 素 是 一 个 傍 集 。 这 上 个 个 集 E, (ElO)T, 
(R,|r,)T,-., (R, Ie)T, MAH E10}, (R, |0,), 7, CR, | 4) 
共 太 个 操作 称 为 空间 群 的 基本 对 称 操作 。 由 此 排除 平移 成 分 ， 则 
RO h SURE, (E, Rie 中 ,} 组 成 的 点 群 G,， 而 且 ， 空 间 
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群 的 点 群 C, 一 定 是 32 种 晶体 学 点 群 之 一 
一 个 重要 的 基本 定理 指出 ， 空 间 群 的 商 群 G/T 和 空间 群 的 
点 群 Gb 是 同 构 的 ， 即 它们 的 元 素 以 及 元 素 之 间 乘 法 有 一 一 对 应 
关系 。 
于 是 ， 将 上 述 由 空间 群 到 点 群 的 思路 反 过 来 ， 我 们 找到 一 种 
导 空 间 群 的 方法 。 即 ， 由 某 一 点 群 出 发 ， 考 虑 将 其 中 某 些 点 式 
操作 { 卫 ,10} 换 为 非 点 式 操 作 {R;|rT;} 的 可 能 人 性， 由 此 导出 与 此 点 
群 对 应 的 某 一 种 室 间 群 的 基本 对 称 操作 。' 最 后 ， 这 一 空间 群 的 全 
部 对 称 操作 可 以 由 以 下 商 集 给 出 
G={EI0T c (R, |r} T+ +R, T”. (8.1) 
于 是 ， 推 导 空 间 群 的 关键 归结 为 找 出 与 {| 们 对 应 的 {R,|?;}。 
当然 ， 对 于 点 式 空间 群 的 推导 ， 并 不 需要 在 点 群 的 点 式 对 称 操作 
中 引入 分 数 平移 ， 而 将 点 式 对 称 操作 和 平移 群 结合 就 可 以 了 。 我 
们 在 6.4 节 中 正 是 这 样 做 的 。 复 杂 的 问题 在 于 非 点 式 空间 群 的 推 
SR. 在 6.4 节 以 后 的 各 节 中 ， 我 们 列举 了 一 些 例 子 ， 对 各 种 晶 系 
的 非 点 式 空间 群 做 了 比较 详细 的 介绍 。 在 那里 ， 我 们 通过 等 效 点 
系 的 配置 和 矩阵 方法 的 运算 ， 使 我 们 看 到 如 何 从 {R10} 引 入: 
{上 ,Ir+;}， 进 而 导出 空间 群 的 一 般 等 效 点 系 和 全 部 对 称 要 素 的 过 
程 。 无 疑 这 是 一 种 有 效 的 推导 空间 群 的 方法 ， 虽 然 它 在 数学 上 不 
是 一 种 严格 的 方法 。 
在 本 章 中 ， 我 们 将 再 介 — ER ΣΧ. 一 种 方法 
是 由 对 称 要 素 的 可 能 组 合 ， 讨 论 各 种 晶 系 中 可 能 有 哪些 空间 群 ， 
另 一 种 方法 是 根据 群 论 原理 用 半 直 积 方法 导出 空间 群 。 


8.2 对 称 要 素 组 合 定理 


在 第 3 章 中 ， 我 们 曾 介 绍 了 点 式 对 称 要 于 的 组 合 定理 ， 
在 ， 我 们 继续 介绍 与 非 点 式 对 称 要 素 有 关 的 组 合 定理 。 
定理 6 将 旋转 轴 和 空间 点 阵 组 合 ， 旋 转轴 一 定 平行 于 某 一 
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ARMET- RATH. 

这 个 定理 的 证 明 并 不 难 。 实 际 上 ， 定 理 的 第 一 部 分 就 是 第 4 
章 的 习题 1) , 第 二 部 分 就 是 我 们 讨论 晶 胃 矢量 坐标 系 的 结果 。 

定理 7 将 反映 面 和 空间 点 阵 组 台 ， 反 映 面 一 定 垂直 于 某 一 
格 点 直线 和 平行 于 某 一 格 点 平面 。 

这 一 定理 的 证 明 也 很 容易 ， 请 读者 作为 习题 给 出 它 的 证 明 。 

定理 8 επί) 和 与 其 垂直 的 格 矢 上 组 合 ， 一 定 导 
出 另 一 个 与 %C,。》 平行 的 、 位 于 上 的 中 垂 线 上 的 、 同 轴 次 的 πε 
转轴 1(C Ly, 

证 明 mad, 将 nC,) 和 # 分 别 表 为 {x|0} 和 
{11t}， 则 其 组 合 结果 为 

{1|ἑ}{π|0}- πε). (8.2) 

ΒΤ t 垂直 于 旋转 轴 ， 所 以 SNSEDAREEGY!, Hint pln 
次 旋转 轴 ， 但 不 在 原来 位 置 。 取 直角 坐标 系 ， 令 {nj0} ΕΠΕ 点 
并 沿 c 轴 方 向 ，t = (1,0,0) 沿 x 方向， 则 新 产生 的 旋转 轴 到 原 
点 的 矢 矩 d TIRA d -(d,,d,,0) 在 xy 平面 内 。 于 是 ， 由 公式 
t'-d- Rd Doku d. 令 旋 转轴 的 基 转角 为 a, 则 可 具体 写 出 条 


阵 式 
H d, | cosa  —aina Q |^ 
0 Hl d, H sinc cosa ϐ d, | (8.3). 
0 0 0 0 1 | o 1 
由 此 得 
t=d(l1— οοθα)-Γἆ,θῖπα , ) 
f (8.4) 
=<d,sina+d,(1— cosz), j 
NIS 
d,=t/2, | d, -(t/2)1g(a/2), (8.5) 


这 正 是 位 于 上 的 中 垂 线 上 基 转 角 为 a 的 旋转 轴 位 置 ， 如 图 8.1 所 
示 。 于 是 定理 8 得 证 。 
202 


推论 1 螺旋 轴 {nlrt} 和 与 其 垂直 的 格 矢 {1| 引 组 合 ， 一 - 定 导 
出 另 一 个 与 其 平行 的 ,位 于 t 中 垂 
线 上 的 、 同 轴 次 的 螺旋 轴 {ni7}). 

推论 2 ”螺旋 轴 {n|jr} 和 任 
一 格 矢 {1| 丰 组合 ， 此 处 f=, + 
tt 和 妈 分 别 垂直 于 和 平行 于 
螺旋 辅 的 轴 方 向 ， 则 一 定 导出 另 
一 个 与 其 平行 的 、 位 于 在 中 垂 线 
上 的 新 的 螺旋 轴 {njr,}， 其 中 
Ti=T 十 EN。 

推论 3 旋转 轴 {x10} 与 任 
RR Up]. XE 
连续 进行 次 (<n), 则 一 定 导出 与 其 平行 的 、 位 于 ει sek E. 
的 新 的 螺旋 轴 (πει), KAR t. Mti 定义 如 推论 2， 而 mn% 的 
取 值 为 

- | n/k, MRxn/2, 

n = 
| n/(n— h), Xhn/2, 

推论 4 ”螺旋 轴 {n17) 与 任 一 格 矢 {11t} 组 合 ， 若 螺旋 操作 连 
续 进行 次 (6 过 x)， 则 一 定 导出 与 其 平行 的 、 位 于 f, HERE 
&o e HR E hin rj Mops OREH (3.6) 决定 ， 而 

τν τετ tis, (8.7) 

此 处 上 t 和 t. 定义 如 推论 2 。 

对 于 晶体 ， 由 于 对 称 轴 定 理 的 限制 ， 旋 转轴 和 螺旋 轴 都 只 有 
5 种 ,其 中 只 有 2 ,3 ，4，6 轴 次 与 格 矢 的 组 合 是 有 意义 的 。 

2ikBh(2|]e) Sd d eH i, # t, 的 中 点 处 产生 新 的 2 
xlr Eh. 

3 次 轴 {3|r} 与 格 矢 {1t} 组 合 ， 在 纪 的 中 垂 线 上 产生 两 个 新 - 
的 3 次 轴 {3|Ar +E). ARE 8.1 所 示 ， 图 8,2 Ἐξ t =0 时 的 : 
Biz, 


图 8.1 定理 8 的 证 明 


(8.6) 
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# 8.1 3 次 轴 与 格 矢 组 合 产 生 新 对 称 轴 情 况 


3 | 3° 3i | 8 3, 32 
— | EN 一 
原 对 称 轴 α | 120° | 240* 1205 | 2405 | 120” | 240? 
mu ---) | = τ un 
| kr O 0 — e/3 !2z/3 |2e/8 | 4e/8 
— | | 
η £,-c/3 3, | 3, 3, 9 8 3, 
Ai t,-2c/3 3, | 3， 3 3, 3i 3 
3 入 3; 
/ N y N f /i\ 
Ad. ⁄ | ` ⁄ | ` 
PEE N / Ë / N 
120 3 / N 
K -Ata 
ΣΝ /3 3x / 3 
N / N / N ? 
N 
Y’ ΝΡ TA 
t. ti ει 


图 8.2 8 次 轴 与 格 矢 组 合 情 况 图 示 (ti = 0) 


” 依 此 类 推 ，4 次 轴 与 格 矢 组 合 ， 在 ει RER ΕΡΞΗΕ 两 个 
4 次 轴 和 一 个 2 次 轴 ，6 次 轴 与 格 矢 组 合 ， 在 t, mpm 上 产 
生 两 个 6 次 轴 、 两 个 3 次 轴 和 一 个 2 次 轴 。 表 8,2 9113 4 次 轴 与 
格 矢 的 组 合 结果 ， 表 8.3 和 图 8.3 则 给 出 6 次 轴 与 格 舌 的 组 合 
结果 .。 . | BEEN 
定理 9 反映 面 {m10} 和 与 其 垂直 的 格 秋 {11t} 组 合 ， 一 定 导 
出 另 一 个 与 其 平行 的 反映 面 {mjt}， 二 者 之 间距 离 为 1/2， 
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表 8.2 4 次 轴 与 格 矢 组 合 产生 新 对 称 轴 情 况 


4 4: 4, 42 4, 42 4, 42 
原 对 称 轴 | a | go» 1805. 905 180”! 905 180°; 905 180? 
τ 0 0 (eA e/2 c/2 c l3c/4 36/2 
A tı=e/4 | 4 | 4 iE 4 
id toc? | 4, 2, | 4, 2 4 ὃν. | 4 2 
t,-3c/A | 4, | 4 I 4, 4, 


”图 8.3 61x55: SH B B ABER CE = 0) 


此 定理 很 容易 证 明 ， 读 者 可 以 自己 完成 。 


ÉRHRAO e “E Sai ΑΡΗ 59 nk *o GOBEXE ECT 


9i 59 399/28 = !3 
€ 3g 79 te zç 'gie/oz = "3 
9 ζ 9| '9 ' "οἱ ‘9 ζ "9| “9 'z «οἱ z/o-'4 Ἡ 
9 τε εν 9 τε € '9'89 € "e "9| 9 τε '£ "9 £/2-'o {κ 
"9 to 59 *g 9 *9 to to 9 32! 
EMEN / 16 
'g € 'Z € οἱ 9 '€ Z “ο οἱ ο τε TZ 'e'!90 9 € Z € 9 ϱ-"} 
τ. Qt £ εεἰφ € Z εο ΠΠ 
2q e ος ?| 23 oF oz 23139 37 3 >o o 0 0 0 0 0 2 


008 OFZ 08T OZI 0900 075 081 061 09008 OPZ 08T 071 09008 OPZ OST 061 09 (v! 


£9 19 f9 f9 '9 το το £9 I9 "οἱ io i9 {9 εφ '9 9 ,9 ε :9 9 


θε “χα SEPSE NOLO "8 XE 


αρα AM mta 


€ 


ma 9 


EDGE s£ # 
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推论 1 两 个 互相 平行 而 相距 为 d 的 反映 面相 组 合 ， 一 定 导 
出 一直 于 它们 的 一 条 格 矢 -t ， 其 长 度 t= 2d， 
推论 2 反映 面 (m10}) 与 任 一 阁 和 拓 {11t) 组 合 ， 一 定 导 出 一 
个 与 其 平行 的 滑 移 面 {mlr}, 二 者 相距 d =t1/2, 而 7 = ti。 此 处 二， 
和 上 分 别 为 皇 的 垂直 于 和 平行 于 反映 面 的 分 量 。 
定理 10 反 演 中 心 i 与 格 矢 主 组 合 ， 一 定 导 出 另 一 个 反 Ú 
中 心 i ， 二 者 相距 d = t/2, 
此 条 定理 的 证 明 也 请 读者 自己 完成 ， 
定理 11 2 次 召 旋 轴 {2]r,} 和 垂直 于 它 的 滑 移 面 {mjr,} 组 
E, DE Tir: 的 中 点 处 产生 反 演 中 心 。 
证 明 H (2]r: 2 (2|0)(210), (8.8) 
{πε} Ξ{1|τ;}{πι]0},. (8.9) 
15 {2|τι}{πι|τι} ο 0,3210) (1] 0.3 0m]0), (8.10) 
Hr 垂直 于 2 i, £ 
(2]0)(1]r,)= (1| 2 0.3 {210}, (8.11) 
所 以 
{2}τι}{πι[τ.}-{1|τι}{1| -rt }{210}{m|0}, (8.12) 
根据 第 3 章 介绍 过 的 组 合 定理 5 ， 后 二 者 组 合 结果 为 反 演 1 人 0)， 
而 前 二 者 可 以 合并 ， 于 是 
(2]e:jim| ei) 2 (Hle -τ,}{1|0}-1{1|τι-τι], 
(8.13) 


这 正 是 r: — 0. 中 点 处 的 反 演 中 心 。 于 是 定理 得 证 ， 
上 述 组 合 定理 ， 可 以 帮助 我 们 将 一 个 晶体 结构 的 所 有 对 称 要 
素 推导 出 来 ， 从 而 导出 其 空间 群 ， 而 在 推导 过 程 中 无 需 引 入 等 效 


8.3 对称 要 素 组 合法 推导 空间 群 


现在 ， 我 们 通过 几 个 例子 ， 看 一 看 对 称 要 素 组 合法 推导 空间 
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群 的 一 般 要 点 

例 1 由 点 群 44C;) 导出 的 空间 群 ， 

这 种 点 群 属于 四 方 最 系 ， 布 喇 非 点 阵 有 了 和 了 两 种 ， 而 与 4 
次 旋转 轴 对 应 的 点 式 和 非 点 式 对 称 要 素 有 4 ,4:,4: 和 4:， 因 而 作 
为 空间 群 标 志 的 对 称 要 素 集 合 可 以 有 以 下 8 fi 

På, P4,, P4,, Ράιν. I4, 14,, Ia, 14,. 
EBA EFE6, 4, 4. 4,, Ode RISE PE PURI ΓΗ͂Ι, 
一 定 重 直 于 某 一 格 点 平面 。 通 常 将 转轴 取 为 c Λ[ῃ, ΕΕ T ab 
面 ， 于 是 得 到 图 8.4 所 示 的 基本 对 称 要 素 图 形 。 


图 8,4 由 点 群 4(C4) 导出 的 基本 对 称 要 素 图 示 


其 次 ， 根 据 组 合 定理 8 及 其 推论 ， 在 第 一 排 4 个 图 中 ， 分 别 
由 位 于 诛 点 垂直 于 纸 面 的 4 4, 4 LARR a 的 组 合 ， 我 们 
导出 位 于 垂直 于 纸 面 的 4 ,4, ,4,，4,， 以 及 位 于 C 垂直 于 纸 面 
的 2，2,，2，2,。 间 样 ,根据 组 合 定理 8 及 其 推论 ,对 第 二 排 4 
个 图 ， 分 别 由 位 于 原点 垂直 于 纸 面 的 4 4, Δι, 4, fix t= 
(a+ +c)/2 的 组 合 ， 我 们 导出 位 于 C 垂直 于 纸 面 的 4:，4， 
4,，41， 以 及 位 于 刀 D 垂 直 于 纸 面 的 2:,，2,，2 ， 2 。 注 意 ， 这 里 
的 ft 并 不 垂直 于 4 次 轴 ， 其 中 ty=e/2, t, - (a b)/2, ΒΗ 
而 导出 的 结果 与 第 一 排 4 个 图 不 同 (参阅 表 8.2)。 最 后 ， 根 据 已 
有 各 种 对 称 变 素 的 相互 作用 ， 导 出 全 部 对 称 要 素 如 图 8.5 所 示 。 
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为 了 区 别 ， 和 匆 们 在 图 中 特意 将 新 导出 的 对 称 要 素 画 成 空心 的 。 

pie] T TT 
Ld 

Aon E E 


4 
Ρας Ci) PhCH) PACCO) 


pAr pu 
κω tod xx aod 


[4 CC) 
142 =I 4 145 =l 44 
图 8.5 由 点 群 4(C4) 导出 的 空间 群 


现在 ， 我 们 将 14, 和 14. 两 个 图 多 画 半 个 晶 胞 ， 于 是 我 们 看 
到 14, 实际 上 就 是 14，14, 实际 上 就 是 141。 因此， 由 4(C,) 
导出 的 空间 群 只 有 6 种 ， 即 : P4(C1), P41.(C8)，P4, (Ci), 
PALCI JS dd. c6), 

例 2 出 点 群 3m(C,。) 导 出 的 空间 群 , 

3m(C:，) 属 于 三 方 晶 系 ， 其 布 喇 菲 点 阵 有 忆 和 尺 两 种 。 不 过 
我 们 要 注意 ， 对 于 3m(C:。)， 其 中 3 不 能 用 δι 或 3, 代 换 ， 因 为 
3m 和 3:f 都 仍然 是 3m。 于 是 ， 只 有 w 可 以 用 c 滑 移 面 代 换 。 
我 们 还 要 看 到 ，m 或 c 放 入 布 喇 菲 点 阵 卫 中 可 以 有 两 种 取向 ， 或 
在 第 二 特征 方向 ， 或 在 第 三 特征 方向 。 因 此， 由 3m(C,,) 导出 
的 空间 群 共 有 6 Κι, B; P3m1(C 5,5, P31lm(C3,),P3c1(C3,), 
P31c(C$,), R3m(C3,), R3e(C$,0. 6 种 空间 群 的 对 称 要 素 
正 投影 图 如 图 8.6 所 示 l 

为 了 解 空间 群 的 全 部 对 称 要 素 是 如 何 导出 的 ,我 们 来 看 图 8.6 
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(b) P31m 


(a) P3m l1 


te 
`: C 
>" 
d i 
7 i 
Pad « i 
~ i 
"M i. 
A 
" 
e 
M 
M 


(d) P3lc 


(c) P3c 1 


< 


(f) R3c 


(e) R3m 


的 空间 群 
点 群 3m (C3 e) 导出 

由 点 

图 8,6 


210 


(a)P3m1l。 这 里 ， 基 本 对 称 要 素 是 位 于 O 点 的 3(C,) 和 位 于 OA 
的 m(C, )。 根 据 组 合 定理 ， 将 格 矢 OB MC) 组 合 ， 可 导出 


位 于 C 点 的 3(C,); HERR OB 和 m(C,) 组 合 , 可 导出 位 于 DE 
的 滑 移 面 。 最 后 ， 考 虑 已 有 对 称 要 素 之 闻 的 相互 作用 ， 即 可 导出 
空间 群 的 全 部 对 称 要 素 。 

图 8.6 中 其 它 空间 群 的 全 部 对 称 要 素 ， 可 仿 此 导出 ， 

以 上 我 们 讨论 了 两 种 点 群 的 例子 ， 其 它 可 念 此 ， 不 再 装 述 ， 
附录 B 中 已 经 给 出 从 每 一 种 点 群 导 出 的 空间 群 序 号 ， 


8.4 空间 群 的 母 操作 


前 面 我 们 讨论 了 如 何 从 点 群 出 发 ， 利 用 对 称 要 素 组 合 定理 来 
推导 空间 群 的 一 般 原则 。 前 面 指出 ， 某 一 空间 群 的 全 部 对 称 操作 
TURKA G.D 的 商 集 形 式 。 于 是 ， 为 了 找到 空间 群 的 全 部 
对 称 操作 ， 除 了 基本 平移 矢量 之 外 ， 只 要 知道 {E10}，{R,17)， 
…，{R,1rs} 共 个 基本 对 称 操作 就 可 以 了 但是， 我们 现在 要 
指出 ,为 了 找到 宏 间 群 的 全 部 对 称 操作 ,实际 上 这 个 基本 对 称 操 
作 也 并 不 需要 全 知道 ， 而 只 要 其 中 的 几 个 就 可 以 了 。 能 导出 空间 
群 全 部 对 称 操 作 的 最 少 的 几 个 对 称 操作 ， 称 为 空间 群 的 母 操作 。 
由 这 些 母 操作 彼此 连续 相 乘 ， 就 可 以 导出 基本 对 称 操作 ， 再 考虑 
由 基本 平移 矢量 表述 的 平移 对 称 操 作 ， 最 终 就 可 以 导出 空间 群 的 
全 部 对 称 操作 。 当 然 ， 我 们 通常 并 不 需要 将 空间 群 的 全 部 对 称 操 
作 都 写 出 来 ， 这 样 做 不 仅 数 量 太 多 并 且 也 没有 必要 ， 而 只 需要 在 
一 个 晶 胞 中 将 对 称 操作 表示 出 来 ， 这 就 是 空间 群 俯视 图 中 的 一 般 
FAAR. 

母 操作 也 象 基 本 对 称 操 作 一 样 ， 并 不 是 唯一 的 一 组 。 例 如 空 
间 群 P4 或 14， 它 的 母 操 作 可 取 为 4《C,), 也 可 以 取 为 4*(Ci)。 

现在 ， 我 们 来 看 两 个 例子 。 
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例 1 P4/m(C1,) 

PA/m(C1,) 的 母 操作 可 取 为 4C.) Wi, ΑΣΕ AE 
符 为 {45[001]10} 和 {i|10}。 由 这 两 个 母 操作 连续 相 乘 不 难 求 得 以 
EE: 8 个 操作 ， 

{4[0011/01, {110}, 

(4p001]|]0)* = {2Γ001110), {i10}? = (E|0), 

(4L0013]0)* = {4’[0017|0}, (470017]0)(1]0) = (47001110), 

(4*[001]1|0) (;|0) {2[1001|θ}{1]0} = (mp0017|0). 

= (4*[001]|0), 

XE P4/m(C1,) 的 基本 对 称 操作 。 由 于 P4/mCCT,) 是 点 式 

空间 群 ， 因 而 这 里 的 基本 对 称 操作 组 成 空间 群 的 点 群 4/m(C,). 
例 2 P4/n(Ci,) 


O PaCo 的 母 操作 可 取 为 |4[001]| -2 + -2-bandi -2 


--Ῥ] TE 

faroo17 E Lam b i Ur +È), 

{44017 Hs Y = (2[001J]0), sme 5) -(E|0), 

410011 s r [too |: +] 
E too 2-5. Í: Hex 


= ={3£0011]0}, 
ο ο 
= (47*0013]0), {oon | 和 + 如). 
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XÆ PA/n(Ci,) 的 基本 对 称 操 作 。 注 意 ， 在 这 些 乘 法 中 ， 平 移 
部 分 可 能 需要 加 或 减 一 个 格 矢 ， 以 使 它 的 指数 小 于 1 。 


8.5 # m d fJ 


现在 ， 我 们 着 手 介 绍 根据 群 论 原理 推导 空间 群 的 方法 。 在 此 
之 前 ， 除 了 本 书 前 面 的 一 些 章节 中 兽 经 介绍 过 的 关于 群 论 的 知识 
之 外 ， 还 需要 补充 关于 群 的 直 积 的 知识 。 

直 积 定义 ” 设 有 两 个 群 ， 一 个 是 了 阶 的 及 群 ， 其 元 素 为 hh 
-Εγνῆιν»''νίιρε 男 一 个 是 4 阶 的 到 群 ， 其 元 素 为 βι =EF,, Rk,, 
…,hs。 二 者 是 同类 元 素 按 相同 乘法 运算 构成 的 群 ， 除 有 相同 的 
单位 元 素 E 之 外 ,没有 其 它 公 共 元 素 , 将 两 个 群 的 元 素 组 合成 h ki 
Gi =1,2,- b j = 1,23130), 并 定 X 3 法 规 则 h,k; ° h,k, 
=(h, +h,X(Ë; * R,) = 有 hh,k,, 则 可 证 明 h R; Ci -1,2,-,p,j71, 
2,:.,0) 组 成 一 个 新 的 群 G， 其 阶 数 为 pg = u, 称 为 直 积 群 。 

根据 群 的 定义 ， 不 难 证 明 直 积 群 确实 是 一 个 群 。 

对 于 晶体 ， 我 们 讨论 的 对 象 是 对 称 操 作 群 ， 即 在 上 述 直 积 群 
定义 中 ， 已 群 、 天 和 群 和 G 群 都 是 对 称 操作 群 ， 元 素 乘法 都 是 对 称 
操作 的 连续 操作 。 例 如 ， 我 们 可 以 取 平 移 群 了 和 点 群 G。， 由 它 
们 结合 成 直 积 群 G， 这 即 是 空间 群 。 

根据 五 群 和 天 群 是 否 是 G 群 的 正规 子 群 ， 可 将 直 积 群 G 分 为 
三 种 ，〔1) 直 积 ， 太 入 都 是 G 的 正规 子 群 ， (2 〉 半 直 积 ， 
玉 入 有 一 个 是 G 的 正规 子 群 ,而 另 一 个 不 是 正规 子 群 ;，( 3 ) 38 
直 积 ， 妃 和 天 都 不 是 @ 的 正规 子 群 ， 例 如 ， 平 移 群 耻 是 空间 群 G 
HERTE, BARG 不 是 空间 群 @G 的 正规 子 群 ， 所 以 如 是 人 
和 Gs 的 半 直 积 。 

引入 直 积 概念 有 两 方面 的 用 途 。 一 方面 可 以 将 一 个 高 阶 的 群 
分 解 为 若干 个 低 阶 子 群 的 直 积 ， 用 较 简单 的 群 来 研究 较 复 杂 的 
群 。 另 一 方面 可 以 由 若干 个 低 阶 的 群 通过 直 积 构成 高 阶 的 群 ， 即 
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由 已 知 的 低 阶 群 导出 高 阶 群 。 

现在 我 们 来 看 几 个 直 积 的 例子 。 

Di 1 H8E4/mmm(D,,) 8323 86. 

HR A/mm D, d) 23 16 阶 群 有 以 下 几 种 子 群 ， 

422(D,) 8 阶 正规 子 群 ， 

1C) 2 阶 正规 子 群 ， 

4(C,) 4 阶 正规 子 群 ， 

2/m(C,，) 4 阶 非 正规 子 群 。 

FÆ, D. 可 以 表示 为 以 下 几 种 直 积 
DD,,=DD, xC，( 直 积 ) ， (8,14) 
ντ κοιν CER). (8.15) 


图 8,7 32 点 群 的 母 群 与 子 群 关 系 
例 2 四 面体 群 23(T) 的 分 解 。 
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um E 


四 面体 群 23( 人 有 正规 子 群 222(D, ) 和 非 正 规 子 群 3(C, )， 


可 表示 为 
T-D,xC, GEHS8D. (8,16) 


Bj 3 八 面 体 群 432(O) 的 分 解 。 
八 面体 群 432(O》 有 两 个 非 正 规 子 8E 422( D.) 813(C,), 


可 以 表示 为 


O-D,xC, GEP). (8,17) 
直 积 群 概念 可 用 于 由 低 阶 点 群 导出 高 阶 点 群 。 实 际 上 ， 我 们 
在 第 3 章 中 介绍 的 推导 点 群 的 能 夫 利 方案 就 是 用 的 直 积 群 概念 。 
图 8.7 是 32 种 点 群 的 母 群 与 子 群 关系 图 。 在 上 面 的 是 母 群 ， 在 下 
面 的 是 子 群 ， 实 线 联 系 的 是 正规 子 群 ， 虚 线 联 系 的 是 非 正 规 子 
BÉ. 3€ 8.4 给 出 32 种 点 群 的 直 积 表 式 。 
表 8.4 32 点 群 的 直 积 表 式 


第 二 类 点 群 
第 一 类 点 群 
含有 反 演 中 心 A^ BLU apo 

C, 
C, C,,-C,xC, S,(C,) 
C, C,,=C,xC, 
C, C.,=C,xC, S, 
C.=C,xC, C. ,=C, xC, S$,(C,,) 
D,=C,xC, D.,=D,xC, C,,=C,xC, 
D,=C,xC, D,,=D, xC, C,,-C,xC, 
D,-C,xC, D,,-D,xC, C,,C,xC, 

zD,xC, D,,.-D,xC, 
D,-C,xC, D,,-D,xC, C,,=C, x Ç, 

=D, xC, D,,2D,xC, 
T=D,xC, T,=TxC, T,=TxC, ` 
O=TxC, O,=0xC, | 
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8.6 根据 群 论 原理 推导 空间 群 之 例 


本 章 已 经 指出 ， 空 间 群 的 全 部 对 称 操作 可 以 表示 为 式 (8.1) 
所 示 的 商 集 ,对 于 点 式 空间 群 ,各 项 {R;|r;} 中 的 7; 均 为 零 ， 所 有 
{ RR;10} 构 成 h 阶 的 点 群 G,， 而 空间 群 G 可 表 为 半 直 积 形式 

G=TxG,. (8.18) 

但 是 ， 对 于 非 点 式 空间 群 ， 式 (8.1) 中 的 r+, 不 全 为 零 ， 于 
是 {R,|r,} 的 集合 不 能 构成 点 群 G, ， 从 而 空间 群 不 能 表示 为 R 
《8.18) 的 直 积 形式 ,不 过 , 此 时 {R,[r,} 虽 然 不 能 构成 群 ,但 
{Rilr;}7 构 成 群 。 这 是 空间 群 关于 平移 群 的 商 群 , 可 表 为 
L-G/T,W HR AREG, 同 构 。 即 是 说 ， 工 群 和 G, 群 有 完全 相 
间 的 乘法 表 。 于是， 我 们 可 以 根据 L 群 和 G, 群 的 同 构 关系 ， 找 
H r, 的 可 能 取 值 ， 从 而 找 出 可 能 有 的 非 点 式 空间 群 。 

点 式 空间 群 的 推导 比较 简单 。 根 据 式 (8.18) ， 将 属于 每 个 
晶 系 的 各 种 平移 群 〈 即 布 喇 非 点 阵 ) 和 各 种 点 群 组 成 半 直 积 群 即 
可 。 我们 在 第 6 章 中 正 是 这 样 做 的 ， 只 是 没有 采用 群 论 的 叙述 方 
式 而 已 。 | 

非 点 式 空间 群 推导 的 关键 问题 是 如 何 确定 与 某 一 点 群 G, 同 
构 的 商 群 工 。 现 在 ， 我 们 的 点 群 422(D,) 为 例 来 全 绍 由 此 推导 空 
间 群 的 一 般 要 点 。 mE 

422(D,) 属 于 四 方 晶 系 ， 而 四 方 晶 系 有 两 种 平移 群 POCO 
1(7")， 于 是 我 们 进行 推导 的 第 一 步 是 要 找 出 空间 群 G 关于 平移 
群 P(T,) 的 商 群 ,。 和 关于 平移 群 ITC 六 2) 的 商 群 工 ,。 这 两 种 商 
群 都 和 422 CD. 同 构 。 

422(D,) 是 8 阶 点 群 ， 其 乘法 表 我 们 曾 在 第 3 章 中 给 出 〈 见 
表 3.1》 。 现 重新 给 出 ， 如 表 8.5 所 示 。 

点 群 422(D,) 和 商 群 上 ,以 及 上 ,的 同 构 关系 ， 表 现 为 元 素 
的 对 应 关系 {R10} < 一 一 {RIr}T， 具 体 表述 如 下 ， 
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表 8.5 点 群 422(D,) 的 乘法 表 


| 2 
-ᾱ, —4, ἐς; 2.y 4, | 2, 
4, 4, Δ: 2., -4, 2 


1 <——(1|r)T, r=0 或 任何 格 矢 ， 即 格子 了 
4.---»{4,|τ]Τ, r=0,c/4; 
—-4,——z(-A,|T,)T, r,-0,c/4; 
2, «--»{2,|τ,}1, τ, -0,a/2; 
2,«——(2,|0,)T, 1,20, b/2; 
4222,——(2,|]0.)T,7, 7 0,c/2; 
2,5 (2,,|t,,)T,t,, -0, (a + b)/2; 
2.5 (2,5|t,5)T T7 0, (a - b)/2, | 
以 上 各 式 中 没有 给 出 由 于 对 称 要 素 不 相交 〈 即 没有 全 部 通过 原 
点 ) 而 产生 的 附加 位 移 */， 这 是 在 后 面 的 讨论 中 需要 注意 的 。 
根据 商 群 二 与 点 群 C, 的 同 构 关 系 , 商 群 元 素 的 乘法 应 有 以 下 
(R, | ri) TG | e,)T = {Rr Ra:lr 了 
z(R,R,| Rt, 0,)T 
z(R,|t,)T, (8.19) 
所 以 | | 
RR,= Κι, (8.20) 
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ιτ, Ἑτι τι Εξ, (8.12) 
注意 ， 现 在 我 们 已 经 在 式 (8.21) 中 计 入 附着 位 移 ， 印 rrayz:， 
不 一 定 平 行 于 相应 的 Ris Ras Ra ΠΕΠ. t, 的 引入 是 由 于 在 F, 
轴 方 向 可 以 有 一 个 格 矢 的 平移 .。 . 

X (8.19) ET er Ik ps k, WAF T, 的 取 值 。 这 
是 由 点 群 推导 空间 群 的 关键 所 在 ， 请 读者 特别 注意 。 

现在 ,我 们 可 以 参照 表 8.5 所 示 422 (D D 05 3E TE ,排出 商 群 
元 素 中 平移 分 量 r RER, dude 8.6 所 示 。 这 里 ， 有 以 下 用 点 
需要 予以 说 明 。 

(1) 在 表 中 只 给 出 了 平移 分 量 ， 吕 各 个 + 值 只 给 出 了 平行 
于 其 旋转 轴 的 τι 值 而 没有 给 出 附加 位 移 7, 值 ， 

C2) Tas 和 r,s 只 能 取 0 而 不 能 取 (a + b)/281(a — 55/2. 
HF 7.04 WD, 群 中 的 乘 式 {1}{2,,} = {2。*}， 与 此 对 应 的 商 
# L 中 的 36 式 是 aJ] 0T(,,]v,,)T = (2, |] t.) T, + 是 式 
(8,21). 具体 化 为 

(1t, -t- T, έν, (8.22) 
3 c.,7 (a+ b) /2 时 ， 若 取 t= — a， 则 上 式 变 为 

(-arb)/2- (a+ b) /2* n(a + b), (8,23) 
无 论 n 取 何 整数 ,等 式 均 不 能 成 立 。 因 此 ,Tr,;y 不 能 取 (a+ 55/2, 
同样 ， 可 证 明 rY。y 不 能 取 (a — 55/2, 

(3) 当 平 移 群 为 1 人 3) 时 ,rs，ryre 只 能 取 0 而 不 能 取 
a/2, b 2, c/2。 对 于 f。， Βα D, 群 中 的 乘 式 {1}{2.} 9 {2}, 
5px ESSE BEL FREUE πὶ Z& (11 T (2, |e,)T = (2, ]0,) T, 
于 是 式 (8.21) 具体 又 可 化 为 


{lyr +t=r,. +t.. (8.24) 
X r.-a/2W], HX t=(a+b+e)/2, WERZH 
(3a + b -c)/2-2 a/2* na, (8,25) 


Ee n 取 何 整数 ， 等 式 均 不 能 成 立 ， 因 此 , τ, 不 能 取 a/2。 同 
3, PEH v, Ar, 不 能 取 65/2 50 0/2, £X 8.6 中 ， 我 们 将 这 
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几 个 对 于 DEA. 以 示 区 别 。 

(4) 进一步 考查 表 8.6 中 未 列 入 的 附加 位 移 ， 我 们 可 以 很 
EAE sma t 8 X <. fiu, FD, 群 中 元 
X33X(2.1(2,) = {2.}， 与 此 对 应 的 商 群 工 中 的 乘 式 是 (2,| f. 
T(2,]|t,)T - (2.|t.) T. HE, RTR v, = a/2, r,=b/2, τ, 
= 0， 即 考查 两 个 2, 轴 与 4 次 轴 相 对 位 置 关系 。 计 入 附加 位 移 ， 
并 令 4 次 轴 通 过 原点 ， 则 有 
(2,]a/2* 1; το) (2,|] b/2- t7 4 OT = (2,]0) T, (8.26) 
由 此 得 

a/2*-t,* T, b/2-r/— t= 0, (8.27) 
于 是 

τ,Ξ δ/2, T; zv], 可 令 为 0，r = — a/2, (8.28) 
所 以 两 个 2 次 螺旋 操作 为 {2.|a/2+ 6/2} 和 {2,| - a/2+ b/2), 
两 个 2, 负 与 4 次 轴 的 距离 为 b /4 81— α/4. 

(5) A 8,6 我 们 不 难 写 出 空间 群 的 商 集 形 式 。 对 于 平移 
BÉPQ'O, 2,,2,,2,,4,, δν, CS PATRIE. 33,2, = 42, 
-4,2 45!1, 它 们 的 取 值 应 和 4, ΠΡΙ 2, 和 2, 在 4, 作 用 下 对 称 相 
关 ， 它 们 的 委 法 也 应 相互 协调 。 于 是 ， 独 立 的 取 值 是 ，4. 有 0， 
c/4,c/2,3c/4,2, A 0, a/2 两 种 取 法 。 所 以 ， 由 此 导出 8 种 空 
间 群 ， 如 表 8.7 所 列 。 仿 此 ， 对 于 平移 群 (Ts),， 只 有 4, 可 以 
有 两 种 取 值 ， 所 以 又 导出 两 种 空间 群 。 最 后 ， 按 特征 方向 写 出 对 
称 要 素 ， 再 冠 以 平移 群 的 符号 ， 即 可 写 出 空间 群 的 国际 符号 。 

通过 由 D, 推导 空间 群 的 例子 ， 我 们 可 以 了 解 根据 群 论 原 ΞΕ 
推导 空间 群 的 要 点 ， 其 它 方式 可 以 依 此 类 推 ， 但 繁 简 程 度 不 同 。 
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8.7 7 题 


1) 证 明 空间 群 的 商 群 G/T 和 空间 群 的 点 群 6G， ΠΜ. 

2) 证明 ， 将 反映 面 和 空间 点 阵 组 合 ， 反 映 面 一 定 垂 直 于 某 
一 格 点 直线 和 平行 于 某 一 格 点 平面 。 

3) 证 明定 理 8 的 推论 3 。 

45 列表 给 出 2 次 轴 与 格 和 撩 组 合 的 结果 ， 

5) 作 图 给 出 4 次 轴 同 与 其 垂直 的 格 矢 组 合 的 图 示 ” 

6) 证 明定 理 9 。 

7) 从 2(C,) 出 发 ， 推 导 与 其 对 应 的 空间 群 ， 给 出 对 称 要 素 


的 正视 图 ， 
8) 用 和 矩阵 乘法 验证 空间 群 PA/n(C 2) BIRERE R 的 : 
结果 。 | 


9) 证 明和 次 积 群 确实 是 一 个 群 。 

10) 证 明 点 群 G, 不 是 空间 群 G 的 正规 子 群 。 

11)〉 试 将 点 群 D; 分 解 为 其 子 群 的 直 积 ， 并 要 说 明 是 哪 一 种 : 
ER. 

12) 试 从 点 群 222 (DD,) 出 发 ， 按 群 论 原理 推导 具 1 P 5 βὲ 
的 4 种 空间 群 。 
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9” 非 经 典 的 晶体 对 称 群 


到 空间 群 为 止 ， 关 于 晶体 结构 的 对 称 群 理论 ， 已 经 相当 完整 
了 。 候 是 ， 随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ， 唱 体 对 称 群 的 理论 还 在 进 
一 步 发 展 。 在 本 章 中 我 们 将 要 对 此 作 一 些 简 要 的 介绍 。 

在 介绍 菲 经 典 的 晶体 对 称 群 知识 之 前 ， 我 们 还 要 补充 关于 带 
群 、 棒 群 和 层 群 的 知识 。 这 些 本 属于 经 典 的 晶体 对 称 群 范畴 ， 但 
它们 也 和 非 经 典 的 晶体 对 称 群 有 密切 关系 ， 对 于 理解 非 经 典 的 晶 
体 对 称 群 很 有 帮助 。 

带 群 ”顾名思义 ， 带 群 是 指 一 条 带 状 物体 所 具有 的 对 称 群 。 
在 带 肉 ， 有 一 个 单一 的 平面 和 一 条 单一 的 轴线 ， 但 我 们 仍然 在 三 
维 空间 中 考虑 它 的 对 称 性 质 。 通 常 ， 取 带 的 轴线 沿 5 方向 ， 带 的 
FH ab 面 ， 在 带 的 上 下 两 | 
面 ， 分 别 用 空白 的 和 填 黑 的 三 角 
形 代表 结构 的 基 元 。 如 果 在 投影 
图 上 ， 上 下 两 个 基 元 重合 ， 则 在 
空白 三 角形 中 画 一 个 加 点 表示 。 
- 带 群 的 国际 符号 规则 与 以 前 介绍 
的 二 维 空间 群 符号 规则 相同 ， 其 
中 特征 方向 依次 为 a，&，c。 
我 们 已 经 有 了 以 前 各 章 的 知识 ， 
看 懂 现 在 这 些 带 群 的 投影 图 就 不 
难 了 。 例 如 ， 图 9,1 所 示 是 两 种 (b) pòt 
带 群 多 投影 图 ，p1l211 在 6 方向 图 9.1 带 群 p1211 和 pb11 的 投影 图 
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有 一 个 2, 螺旋 轴 , 图 中 的 基 元 万 经 过 2 TRE SERES] E BUE VETT 
平移 到 已 ， 并 且 空 白 三 角形 变 为 填 黑 三角形， 依 此 进行 下 去 ， 但 
Εν, ，G@G 等 只 是 过 渡 位 置 ， 并 无 基 元 。 相 仿 ， 在 2bp11 中 ， 有 一 个 重 
AT apb 滑 移 线 ， 于 是 了 经 有 反映 操作 到 C， 接 着 进行 平移 到 
驴 ， 但 仍 是 空白 三 角形 。 这 两 种 带 群 的 差别 就 在 于 前 者 有 黑白 颜 
色 变 化 ， 而 后 者 没有 。 

附录 及 给 出 31 种 带 群 的 图 示 。 

摔 群 ” 棒 群 是 单一 的 棒 形 物体 所 具有 的 群 。 实 际 E, [86.4 
中 给 出 的 各 种 旋转 轴 和 螺旋 铀 俯视 图 ， 都 是 棒 群 的 图 示 。 此 外 ， 
还 有 象 转 理 、 反 映 面 和 滑 移 面 以 及 它们 的 组 合 所 构成 的 棒 群 。 附 
录 M 列 出 75 种 晶体 学 棒 群 ， 其 中 包括 点 式 棒 群 31 种 ， 非 点 式 棒 
群 44 种 。 在 非 点 式 棒 群 中 ， 有 16 种 棒 群 组 成 8 对 对 形 棒 群 。 此 
外 ， 编 号 为 1 至 22 的 棒 群 各 自 和 一 种 带 群 相同 ， 包 含有 完全 相同 
的 对 称 操作 。 

棒 群 本 身 并 不 复杂 ， 但 它 在 应 用 方面 有 相当 大 的 重要 性 。 实 
际 生活 和 生产 中 有 许多 这 方面 的 例子 ， 如 管道 、 链 条 、 旋 梯 、 酝 
Wok. WU COE DNA 双 螺 旋 体 ) 等 等 。 当 然 ， 这 些 实体 必 
须 视 为 无 限 长 才 符合 数学 定义 。 

层 群 ” 层 群 是 两 个 平面 物体 所 具有 的 群 。 在 第 5 章 中 ， 我 们 
讨论 了 二 维 平 面 群 ， 那 是 单 平 面 所 具有 的 群 ， 共 有 17 种 。 现 在 ， 
由 单 平面 扩展 到 双 平 面 ， 层 群 的 总 数 增加 到 80 种 。 这 80 种 层 群 
分 属于 斜 方 、 四 方 、 长 方 和 六 方 4 种 晶 系 ， 而 每 一 种 晶 系 中 的 层 
群 又 对 应 于 若干 种 点 群 。 附 录 N 列 出 了 80 种 层 群 的 国际 符 号 和 
俯视 图 。 图 9.2 是 对 应 于 平面 群 p4 的 4 种 层 群 ， 图 中 虽然 没有 
通 出 对 称 要 素 的 位 置 ， 但 不 难 找 出 它们 。 注 意 ,在 p4/n 的 图 中 ， 
虚线 是 最 小 唱 胞 的 轮廓 而 不 是 滑 移 线 符号 。 

在 应 用 上 ， 层 群 也 是 很 有 用 的 。 例 如 ， 用 它 可 以 描述 薄膜 中 
原子 层 的 对 称 性 质 ， 或 者 描述 晶体 内 部 某 种 层 结构 的 对 称 性 质 ， 
如 粘土 矿物 中 的 硅 氧 化 物 层 等 。 层 群 还 可 以 用 来 分 析 章 体内 面 缺 - 
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BUFER, το 


pin 
图 9.2 对 应 于 平面 群 p4 的 和 种 层 群 


9.2 反对 称 操作 


实际 晶体 如 果 考 虑 它 的 某 些 物理 性 质 ， 则 不 仅 有 空间 位 置 上 
的 对 称 特 征 ， 而 且 会 有 物理 性 质 上 的 对 称 特 征 。 例 如 ， 磁 性 有 南 
北 两 极 ， 电 荷 有 正人 负 两 类 ， 自 旋 有 上 下 两 态 等 等 。 这 些 具 有 相反 
两 种 状态 的 性 质 ,可 以 用 反对 称 操作 来 描述 ,通常 用 黑白 二 色 代 表 
两 种 相反 的 状态 ， 所 以 反对 称 操作 又 称 为 二 色 对 称 操作 。 需 要 指 
出 ， 在 性 质 相 反 的 两 种 状态 之 间 ， 还 有 一 种 中 性 态 ， 常 用 灰色 表 
示 ， 这 可 以 视 为 黑白 二 色相 混 的 结果 ， 

所 谓 反 对 称 操作 ， 是 指 物体 经 过 空间 变换 和 状态 变换 之 后 而 
能 复原 的 操作 。 反 对 称 操作 所 赁 藉 的 几何 要 素 称 为 反对 称 要 素 ， 
与 空间 变换 的 对 称 要 素 完 全 对 应 ， 反 对 称 要 素 可 归纳 为 以 下 
LF, . 

(1) 反 旋 转 对 称 轴 如 图 9,3 Bron, AU, 2', 3', #, 


on5t e w 2 灰色 
图 9.3 反 旋 转轴 
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6'/， 共 5 种 。 注 意 ， 其 中 1 和 3 两 种 反 旋转 轴 ， 由 于 黑白 二 色 
选辑 形成 灰色 ， 所 以 它们 联系 的 是 完全 中 性 态 。 

(20 KARE 如 图 9.4 所 示 ， 表 为 zl' 。 

(3) 反 反 演 中 心 ” 如 图 9.5 Bp, Xd. 


m! 
图 9.4 RERE . 图 9.5 Eid 
(4) 反 象 转轴 如 图 9.6 所 示 ， 有 1，2’，3’，4 ,6’， 
也 是 5 种， 实际 上 ， 1’ =i”, 2’ =m, 2 -- 1-1. 6’ -39Tm', 
此 外 ， 反 映 转 轴 同 反 象 转轴 有 对 应 相等 关系 ， 可 以 由 反 象 转轴 完 . 
全 代替， 


图 9.6 RRHH 


以 上 都 是 点 式 反对 称 要 素 ， 归 纳 起 来 只 有 8 种 独立 的 反对 称 
XX. BI, Z^, 8’, 4’, 8, i^, m', 4. 。 它 们 相 组 合 构 成 
KAR. 

(5) ΕΤΡΑ 由 于 空间 点 阵 的 平移 矢量 为 上 上 ， 而 两 次 - 
反 平 移 的 连续 操作 应 为 平移 矢量 ， 所 以 反 平 移 矢 量 必 为 t/2， 
XOU. SE t =0 的 反 平 移 操作 将 导出 二 色相 选 加 89 jx 色 . 
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对 称 。 
(6) 反 螺 旋 轴 如 图 9.7 所 示 ， 其 中 3 和 35 也 和 3 一 
样 是 灰色 反 螺 旋 对 称 轴 ， 


64 
图 9.7 各 种 反 螺 旋 轴 的 正 投影 图 

(7) 反 滑 物 面 如 图 9.8 所 示 Ἔα’, b^, ο, τ’, d, 
共 5 种 ， 
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(5), (6) fü (7) 都 是 非 点 式 反对 称 要 素 。 
以 上 点 式 和 非 点 式 反对 称 要 素 的 组 合 ， 交 或 反对 称 空 间 群 。 


( b) 
EN τ, 2) 


(a) 
Kia ( r=a/2) ` 


ες) 


ΜΗ iic e/a 


b 


b/ 2 o 
O— ο 7869.7 7*— 
一 一 一 -一 -一 ,一 5» -—:. p4- "1 bp+—- . 
°: n -| — 44 — < 
a eM y 
a 
td) (4) 


ERR Dix be 2] ΕΜ DTESRCE TE 
图 9.8 各 种 反 清 移 面 的 正 投影 图 | 


9.3 二 维 二 色 群 


“前 一 节 我 们 介绍 了 反对 称 操 作 和 反对 称 要 素 ， 即 一 色 对 称 操 
作 和 二 色 对 称 要 素 。 现 在 ， 我 们 来 讨论 它们 的 组 合 所 构成 的 二 色 
群 ， 包 括 二 色 平 移 群 、 二 色 点 群 和 二 色 空 间 群 。 为 了 纪念 最 早 的 
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研究 者 ， 二 色 群 也 被 称 为 苏 布 尼 可 夫 群 。 

前 已 指出 ， 在 二 色 对 称 操作 中 ， 除 了 黑白 二 色 之 外 还 有 灰 
f. 于 是 ， 二 色 群 可 分 为 3 种 类 型 ， 单 色 群 ， 即 全 黑色 或 全 和 白色 
的 群 ， 灰 色 群 ， 即 完全 中 性 的 群 ， 黑 白 群 ， 即 黑色 和 和 白色 兼 有 
的 群 。 

在 本 节 中 ， 我 们 介绍 二 维 的 二 色 群 ， 因 为 这 种 二 维 的 群 比较 
容易 理解 ， 在 下 一 节 ， 我 们 再 推广 到 三 维 的 二 色 群 。 

在 第 5 章 中 ， 我 们 曾 指出 有 10 种 二 维 点 群 、4 种 二 维 晶 系 、 
5 种 二 维 布 喇 非 点 阵 和 17 种 二 维 空间 群 ， 这 些 是 进一步 推导 二 维 


(10 二 维 二 色 点 群 ” 从 二 维 点 群 出 发 ， 可 以 导 出 31 种 二 
维 二 色 点 群 。 它 们 分 为 3 种 类 型 如 下 ， 

单 色 点 群 与 位 置 对 称 的 10 种 二 维 点 群 相同 ， 描 述 单 色 的 二 
维 点 群 也 是 10 种 。 

KEAR ”描述 灰色 的 群 同样 是 10 种 ， 不 过 每 一 种 灰色 点 群 
的 阶 都 是 它 对 应 的 点 群 的 阶 的 2 倍 。 它 所 包含 的 对 称 操作 ， 有 半 
数 是 位 置 对 称 的 点 操作 ， 和 对 应 的 点 群 中 操作 个 数 相同 ， 而 另 一 
半 是 描述 颜色 变化 的 点 操作 ， 它 等 于 位 置 对 称 操作 和 反 恒 同 操作 
ΒΕ. 
| AGAR ”这 是 黑白 兼 有 的 群 ， 但 没有 灰色 基 元 ， 因 此 可 以 
说 ， 这 是 真正 的 二 维 二 色 群 。 这 种 群 中 ， 由 于 改变 黑白 颜色 的 对 
称 操作 连续 进行 两 次 ， 就 变 为 一 般 的 位 置 对 称 操作 ， 所 以 其 中 必 
有 半数 为 位 置 对 称 操作 ,因此 ,只 有 群 的 阶 为 偶数 的 点 群 才 有 对 应 
的 黑白 点 群 。 点 群 1 和 3 没有 对 应 的 黑 自 点 群 ， 但 点 BÉ2mm, 
Amm 和 6mm 各 有 两 个 对 应 的 黑白 点 群 ， 于 是 二 维 黑 白 点 群 有 
11 种 。 

附录 O 给 出 31 种 二 维 二 色 点 群 的 国际 符号 和 它们 的 图 示 。 

图 9,9 所 示 是 由 二 维 点 群 4 导出 的 3 种 二 维 二 色 点 群 。 不 难 
看 出 ， 黑 白 点 群 4 的 阶 仍 为 4 ， 但 灰色 点 群 的 阶 增 为 8 ， 其 对 
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SRHREJXQ(E,A4, 43,43, 1, 4, 47, 4, 


图 9.9 由 点 群 4 导出 的 二 色 点 群 


(2) s Sér HA ”二 维 二 色 布 喇 菲 点 阵 是 在 5 种 

二 维 布 咖 菲 点 阵 的 棱 边 中 点 或 晶 胞 中 心 添加 第 二 色 格 点 而 成 ， 由 

此 导出 5 种 黑白 布 喇 非 点 阵 . 此 外 , 原来 的 二 维 布 喇 菲 点 阵 也 应 归 

属于 二 色 范 畴 。 所 以 ， 共 有 10 种 二 维 二 色 布 喇 菲 点 阵 ， 如 图 9.10 

所 示 。 图 中 右 下 标 符号 6 或 “ 表示 在 晶 胞 的 2 边 中 点 或 晶 胞 的 
中 心 有 添 加 的 第 二 色 格 点 。 


一 11 


87)», 方 p EF p KJ p. 


=. JAVA 
长 方 < | , ἌΡ 
图 9,10 10 种 二 维 二 色 布 喇 非 点 阵 

(3) 二 维 二 色 空 间 群 ”与 二 维 二 色 点 群 相 仿 ， 二 维 二 色 空 
AR CETME MANILA HAA, 

单 色 平面 群 与 位 置 对 称 的 平面 群 相同 ， 有 17 种 描述 单 色 的 
平面 群 | 

灰色 平面 群 ”这 也 有 17 种 ， 不 过 每 一 种 灰色 平面 群 的 阶 是 对 


应 的 平面 群 的 阶 的 2 倍 ， 其 中 半数 操作 为 位 置 对 称 操作 ， 其 余 半 
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数 操作 是 位 置 对 称 操作 和 反 恒 同 操作 之 积 。 

不 含 反 平移 的 黑白 平面 群 ” 这 是 由 BURGOS IAE ex ERR AR 
白 点 群 为 基础 导出 的 黑白 平面 群 。 这 种 黑白 平面 群 的 阶 与 对 应 的 
平面 群 的 阶 相等 ， 其 中 半数 对 称 操 作 构 成 平面 群 的 一 个 子 群 ， 另 
外 半数 对 称 操作 是 这 个 子 群 和 反 恒 同 操作 之 积 。 由 于 平面 群 的 子 
群 可 能 不 止 一 种 ， 所 以 与 其 对 应 的 黑白 平面 群 也 可 能 不 止 一 种 。 
于 是 ， 由 此 导出 的 不 含 反 平移 的 黑白 平面 群 共有 26 种 . 

含有 反 平 移 的 黑白 平面 群 ” 这 是 以 5 种 二 色 布 喇 菲 点 阵 和 黑 
白 点 群 为 基础 导出 的 黑白 平面 群 。 由 于 黑白 布 喇 菲 点 阵 实 际 上 可 
视 为 由 相同 的 黑色 点 阵 和 白色 点 阵 相互 穿插 而 成 ， 所 以 黑白 平面 
群 的 对 称 操作 可 分 为 两 部 分 。 一 部 分 是 由 白色 点 阵 导出 的 对 称 操 
作 ， 另 一 部 分 是 这 些 对 称 操作 再 同 反 平移 相 乘 得 到 的 结果 。 由 此 
导出 的 含有 反 平 移 的 黑白 平面 群 共 有 20 种 。 

以 上 4 种 类 型 的 二 色 平 面 群 总 共有 80 种 。 附 录 N 所 给 出 的 80 
种 层 群 的 图 示 ， 也 正 是 80 种 二 色 平 面 群 的 图 示 。 在 图 中 ， 带 有 图 
点 的 三 角形 代表 灰色 。 于 是 ， 我 们 不 难 认 出 哪些 是 单 色 平面 群 ， 
哪些 是 灰色 平面 群 以 及 哪些 是 黑白 平面 群 ， 


9.4 三 维 二 色 群 


在 二 维 二 色 群 的 基础 上 ， 很 容易 推广 到 三 维 二 色 群 。 

(1) 三 维 二 色 点 群 ” 三 维 二 色 点 群 共 有 122 种 ， 可 分 为 以 
下 3 种 类 型 | 

单 色 点 群 “ 与 位 置 对 称 的 点 群 相同 ， 有 32 种 。 

παμε 也 有 32 种 ， 但 每 种 灰色 点 群 的 阶 是 对 应 的 单 色 点 
群 的 阶 的 2 倍 。 

MEAR ”这 是 黑白 兼 有 但 没有 灰色 的 点 群 ， 有 58 种 。 

附录 了 给 出 122 种 三 维 二 色 点 群 的 国际 符号 和 58 种 黑白 点 群 
的 极 射 赤 面 投影 图 ， | 
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(2) 三 维 二 色 布 喇 菲 点 阵 ”三 维 二 色 布 喇 菲 点 阵 是 在 14 种 
布 史 菲 点 阵 的 楼 边 中 点 、 面 中 心 或 体 中 心 添加 第 二 色 和 而 成 ， 共 有 
36 种 ， 其 中 黑白 兼 有 的 22 种 ， 单 色 的 14 种 。 黑 白 兼 寡 的 也 可 以 视 
为 由 相同 的 黑白 点 阵 相互 穿 播 而 成 。 由 于 穿 播 方式 不 同 ， 黑 白 点 
阵 增 加 为 22 种 ， 

附录 Q 给 出 36 种 二 色 布 喇 菲 点 阵 图 示 。 有 趣 的 是 ， 在 立方 最 
系 中 ， 除 了 单 色 的 简单 、 面 心 和 体 心 3 种 点 阵 以 外 ， 新 增加 两 种 
黑白 点 阵 ， 而 这 两 种 新 点 阵 的 构 型 分 别 与 NaCl 结构 和 CsCl 结 
13 1Η |5|. 

(3) 三 维 二 色 空 间 群 《三维 二 色 空 间 群 也 和 二 维 二 色 空 间 
群 相同 ， 可 分 为 4 种 类 型 ， 

单 色 空间 群 有 230 种 。 

灰色 空间 群 ”也 有 230 种 。 每 个 灰色 空间 群 的 阶 是 对 应 的 单 
色 空 间 群 的 阶 的 2 倍 。 

不 含 反 平移 的 黑白 空间 群 ” 这 是 以 单 色 布 喇 菲 点 阵 和 黑白 点 
群 为 基础 导出 的 ， 每 种 黑白 空间 群 的 阶 与 其 对 应 的 单 色 空 间 群 的 
阶 相等 。 这 种 黑白 空间 群 有 074 Tb. 

含有 反 平 移 的 黑白 空间 群 ”这 是 以 二 色 布 喇 菲 点 阵 和 黑白 点 
群 为 基础 导出 的 ， 每 种 黑白 空间 群 的 阶 是 与 其 对 应 约 单 色 空 间 群 
的 阶 的 2 倍 。 这 种 黑白 空间 群 有 517 种 。 

以 上 4 种 类 型 的 二 色 空 间 群 共有 1651 种 。 如 果 按 7 种 品系 归 


BR. ZARRA 7 种 ， 单 斜 晶 系 有 91 种 ， 正 交 晶 系 有 562 种 ， 四 


方 晶 系 有 570 种 ， 三 方 和 六 方 晶 系 有 272 种 ， 立 方 晶 系 有 149 
种 。 附 录 R 给 出 1651 种 二 色 空 间 群 总 表 。 


95.7. 题 


1) 试 就 31 种 带 群 指出 ，〈1 ) 带 群 的 点 群 ，〈2 ) 有 反 演 
中 心 的 带 群 。 
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2) 试 分 析 以 下 物体 所 具有 的 群 。( 1 ) 铺设 在 均匀 分 布 的 
枕 木 上 的 铁轨 ; 2》 自行 车 用 的 链条 ; (3 〉 等 径 球 的 两 层 密 
堆积 。 

3) 如 果 将 NaCl 结构 中 的 Nat 和 Οἱ- 视 为 电荷 性 质 相反 
的 粒子 ， 试 找 出 其 中 反对 称 要 素 。 

4) 参阅 附录 N 。( 1) 写 出 单 色 平面 群 和 灰色 平面 群 的 国 
际 符号 ，〈( 2 〉 试 在 黑白 群 p4/n 的 图 上 画 出 各 种 对 称 要 素 的 
位 置 。 


233 


附 E 


附录 A 和 群 的 初步 知识 


( 1 ) 群 的 概念 

Εἰ ΕΕ ”包括 两 方面 要 素 ， 

Cio 元 素 的 集合 。 群 元 素 的 集合 可 以 是 数 、 也 可 以 是 某 种 
操作 的 集合 。 

Gi) 运算 方法 。 通常 称 为 有 乘法， 这 是 通常 概念 上 的 乘法 的 
推广 ， 可 以 是 数 的 柏 加 、 相 乘 ， 也 可 以 是 操作 的 连续 进行 。 

群 的 定义 ”元 素 g,,91，…,9;,… 的 集合 G， 按 规定 的 乘法 
运算 ， 如 果 满 足以 下 四 条 性 质 ， 则 称 为 群 。 

Cio 封闭 性 。 群 中 任意 二 元 素 相 乘 的 结果 仍 为 群 的 一 个 元 
3, Bh oigo g €G, WA g,g;= g, €G. 

Gi) 群 中 有 单位 元 素 Jo 对 任意 元 素 g €G, 33 Β gagi 
=g;00 = Qi. . 

(11) 任意 元 素 9,EG μη συ g;'€G, Ἡ νι E g,g7' = 
IF I= 9. | 

Gv ) £& & Έ. Γι 7ἔσι, σι» EG, WI g,(9;g,) 
Ξ(σισι)ο.. 

入 的 阶 ” 群 的 元 素数 目 称 为 群 的 阶 。 群 的 阶 可 为 有 限 或 无 
了 根 ， 相 应 的 群 称 为 有 限 群 或 无 限 群 。 

交 搁 群 ” 若 群 的 乘法 满足 交 撞 律 ， 则 称 为 交换 群 ， 又 称 为 阿 
页 尔 群 。 此 时 ， 对 于 g,,g;EG， 有 gi9; =9i9i。 

循环 群 ” 若 群 的 元 素 为 4.45,9,4" = 已 ， 此 处 巨 为 单位 元 
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素 ， 则 称 光 群 为 循环 群 ， 群 的 阶 为 ”。 

现 以 点 群 3m(C,,) 为 例 说 明之 。 

点 群 3m(C,,) 的 示 性 体 为 纵向 拉 长 的 四 面体 ， 其 底面 为 正 
三 角形 ， 如 图 A.1(a》 所 示 。 群 的 元 素 是 6 个 对 称 操 作 ，E， 
C,,C3',01,0:,0,. 元素 的 胖 法 是 对 称 操作 的 连续 操作 。 藉 助 子 
图 A.1(b》 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 很 容易 排出 群 元 素 的 彝 法 表 ， 如 
# A.L 


(a) (b) 
A.1 点 群 3m (C3v) 的 示 性 体 和 极 射 赤 面 投影 


根据 乘法 表 ， 不 难 检验 群 的 四 条 定义 是 完全 满足 的 。 
表 A.1 C,, BEDOUERURX 


C,, RE E C, C3! δι σι S: 
E E C, C . σι σι e, 
C, C, Cj! E σι σι δι 
C;! C$; E C, C, σι σι 
σι σι σι 6. E C3 C, 
σι | Ga σι 6, C, E ς-' 
25 | S, σι σι Cs! C, E 


(2) #3⁄ deco x 
HETE εσ,σεσ, X8 σιέα, f&£9,90,9; Ξσιν WJ 
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称 gi 为 g, 的 共 辆 元素， 

# gi 为 gi {Πλ}, TER σι 也 为 9; RER, HD 
HERRER, TRATH. 

“επ, ”若干 个 相互 共 轿 的 元 素 的 集合 称 为 HAR 
类 ， 或 简称 类 。 

利用 极 射 赤 面 投影 图 或 乘法 表 ， 很 容易 找到 群 内 的 各 个 类 。 
例如 点 群 3m(C,,)， 为 了 找到 和 o, 4M EX. Eggs 
fig. 取 过 群 内 所 有 元 素 ， 所 得 结果 是 cl，c* 和 as ， 所 以 这 个 
HKH co，,，o, 和 a, 三 个 元 素 组 成 。 其 它 依 此 类 dE. XX A.2 E 
点 群 3m(C,,) 8) X. 这 个 群 有 三 个 类 (FE), (C,,Cs'), 
ἶσι»σι»δι]ν. 


TG Λ.Σ C., HHHH 
E C, Cy? σι cv ao | Hem 
g;Eg | E E E E E E (E) 
C, C, C, C; C; C; (C,, Ci!) 


-1 
9; 019.| σι σι σι σι σ, σι |{σι»σι»σι} 


(3) FERREA . 

子 群 ” 若 万 为 G 的 子 集合 ， 而 按 群 G 的 乘法 如 也 构成 群 ， 则 
3H GIBT 8E, 

陆 集 、 设 石 为 G 的 子 群 ， 取 任 一 元 素 g,EG, [Bg é H, W 
g,H 和 Hg, 分 别称 为 子 群 避 的 左 陪 集 和 右 陪 集 。 又 取 一 元 X g, 
€HH€9g,H GRHgO ， 则 又 可 得 子 群 恕 的 另 一 个 左 陪 集 gj; 昌 
RARE Hg; 。 依 此 类 推 ， 可 将 群 G 按 子 群 互 分 为 若干 
ga. 

可 以 证 明 ， 各 陪 集 和 子 群 相互 之 间 没 有 相同 元 素 ， 而 群 中 每 
一 元 素 必 属于 某 一 陪 集 或 子 群 。 于 是 ， 群 的 全 部 元 素 分 属于 子 群 
和 各 个 陪 集 ， 每 个 陪 集中 的 元 素 个 数 等 于 子 群 的 阶 。 因 此 ， 子 群 
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的 阶 必 为 母 群 的 阶 的 因子 。 

ERTE ”一 般 左 陪 集 和 右 陪 集 不 一 定 相 等 。 落 子 群 妃 的 左 
陪 集 等 于 右 陪 集 , 则 称 瓦 为 正规 子 群 。 此 时 , Br o H = Hg, 48 
g,Hg; = 万 ， 即 妃 经 共 斩 变 换 后 仍 为 其 本 身 ， 故 正规 子 群 又 称 
为 不 变 子 群 。 正 规 子 群 由 完整 的 类 组 成 。 

例如 ， 点 群 3m(C,。) 中 有 四 个 子 群 ， 3(C,){E,C,,C3')， 
milo D {Eoi}, πι,(σ,)}{Ε,σ.), mi (o (E,0,), 其 中 3(C,) 
为 正规 子 群 。 对 于 这 个 正规 子 群 ， 只 有 一 个 陪 集 {c ,5,60,}。 

《4)》 商 群 

定义 ” 设 互 为 CG 的 正规 子 群 , 今 将 @ 接 互 分 为 陪 集 太 =0, 互 ， 
并 令 访 = 五 ， 则 集合 二 = (六 ,7 构成 群 ， 称 为 群 CG 
关于 子 群 态 的 商 群 ， 表 为 上 = G/H. 

例如 ， 点 群 3m(C:,) 关于 3(C,〉》 群 的 商 群 是 一 个 2 阶 群 ， 
其 元 素 为 f= (E,C,,Cs'], Γεπίσι»σενσε],. 

《5》 群 的 同 构 和 同 态 

同 猩 ” 设 有 两 个 群 了 和 G， 其 中 元 素 一 一 对 应 ， 即 六 eg，， 
Jiegi9i， 则 称 忆 和 G 辐 构 。 这 种 同 构 的 群 有 完全 相同 的 阶 和 
FER. | 

同 态 ” 设 有 两 个 群 F 和 G， 每 一 元 素 fl 恒 有 一 个 确定 的 对 
应 元 素 9;:， 但 反之 不 成 立 ， 即 与 g, 对 应 的 有 若干 个 fy, MJ 
ης]. ΙΙΙ ΠΙΕΙ, ΕΜ ΜΜ. A8 
相等 ， 则 转化 为 同 构 。 同 态 的 群 也 可 以 写 出 相同 的 乘法 表 ， 这 只 
要 将 g 写成 多 个 ， 使 其 和 fn 一 一 对 应 即 可 。 

例如 ， 点 群 3m(C :,) 关于 正规 子 群 3(C,) 的 商 群 舍 有 两 个 
TR, mC: 群 与 这 个 商 群 同 态 。 

(6) 直 积 

定义 ” 设 有 两 个 群 妃 和 天 ， 它 们 的 阶 依次 为 请 和 9 ， 除 单位 
元 素 外 ， 没 有 其 它 共 有 元 素 。 现 将 元 素 组 合成 忆 Ri (im 1 2 
b 7 了 = 1,2,…9)， 并 定义 乘法 规则 ，(PR) Ch, R,)= (Hh, ha) 
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(Gh, ) s ,kh,， 则 可 证 明 所 有 hh; 的 集合 构成 新 的 群 G， 其 阶 
为 89=z， 称 为 直 积 群 。 

根据 互 群 和 天 群 是 否 是 G 群 的 正规 子 群 ， 可 将 直 积 群 分 为 三 
Th. CD ES, HAEUKAEÉGBUIEBUERE, GD “ΕΒ, HM 
及 有 一 个 是 G 的 正规 子 群 ， 另 一 个 是 非 正规 子 群 ，(iii) 弱 直 积 ， 
互 和 KK 都 不 是 G 的 正规 子 群 。 


附录 B 32 种 晶体 学 点 


32 种 晶体 学 点 群 表 
这 里 ， 列 出 了 32 种 晶体 学 点 群 的 能 夫 利 符 和 号、 国际 科 号 和 完 
全 的 国际 符号 。 也 列 出 了 按 类 妇 类 的 对 称 要 素 。 最 后 ， 还 列 出 了 
空间 群 的 序号 ， 这 些 空间 群 的 商 群 是 与 这 一 行 的 点 群 对 应 的 。 


熊 夫 利 | 完全 的 国 。 x = |! 

符 νυ És # 符 号 对 $R 要 3 空 |ü] 群 
EA | | | 

C τι |1 (E 1 
S,(C,) I I Ei 2 
ΕΤ | | 

ς, ' 2 2 E C, 3-5 
C,,(C,) m m | E o, 6-9 

| 
C, [2m |Ż EC,is, 10-15 
mz | (| BRENT 
D, ) | 222 222 E C, C; C; | 16-24 
Ca mm2 mm2 Ες, σ, ο, | 15-16 
D,,(O ,) mmm 222 E C, C, C, i e, e, σι) 41-74 
mnm I 
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32 种 晶体 学 点 群 表 (HE) 


能 夫 利 LL. r= ως 品 完 全 的 国 " uM 
y | | 
C, 4 4 | E 2C, C, 75- 80 
S, 4 4 | E 28, C, 81- 82 
Css 4/m 4 (E 2C, C, i 28, σι 83- 88 
D, 422 422 E 2C, C, 2C} 2C} 89- 98 
C, |4mm |4mm E 2C, C, 2e, 2e, 99-110 
D,a a) 42m 32m |E C, 30, 2e, 25. 111-122 
D., | 4á/mmm| —22 | E 2C, C, 2C, 2C% [123-142 
mm" | i2S. σ, 26, 26, 

=Z, | 
E52) | | 

5 | E 2C, 1143-146 
$C.) 3 | 3 (E 2C, i 35, 147-148 
D, 32 | 32 | E 2C, 3C, 1149-155 
C., | 3m 3m | E 2C, ὅς, 156-161 
D. |3m |32  |E2C,3C, i28, ὅς, 162-167 ` 
AX. 
C, | 6 6 E 2C, 2C, C, 168-173. 
Ci, 16 6 ΙΕ 2C, σι 35, 174 
c, |. -6- E 2C, 2C, C, i 2S, |175-176 

m 1m 285, σι 
D, 622 622 E 2C, 2C, C, 3C, 3C71177-182 
C,. 6mm 6mm E 2C, 2C, C, 3e, 3e, 183-186 
D,, 6m2 ὅπλ | E 2C, 3C, c, 2S, 3e, 187-190 
! 

D,a | 6/mmm £22 E 2C, 2C, C, 3C’ 3C71191-194 


i 25. 28, σι, 3o, 3c, 


32 种 晶体 学 点 群 表 OD 


ARA ΒΡΕ 对 m 要 xo 空间 群 
立方 | 
T 23 23 E 8C, 3C, 195-199 
T, m3 23 E 8C, 3C, i 85, 3e, 200-206 
O 432 432 E 8C, 3C, 6C, 6C, 301-214 
T, jàm | 43m | E 8C, 3C, 6o, 6S, 215-220 
0, m3m |432 | E 8C, 3C, 6C, 6C, — 221-230 
m m i 8S, ὅσ, 66, 65, 
32 种 点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 


这 里 ， 给 由 了 32 种 点 群 的 极 射 丈 面 投 影 秽 。 需 要 指出 ， 单 斜 
晶 系 第 一 种 定向 和 第 二 种 定向 的 极 射 赤 面 投影 图 初 看 起 来 似乎 不 
同 ， 但 实际 上 只 不 过 是 相同 点 群 的 不 同 投影 而 已 。 ( 选 自 《国际 
表 》26) 。 
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附录 C 点 对 称 操 作 的 矩阵 


里 给 出 的 矩阵 是 关于 主动 操作 = Rr 的 矩阵 。 由 此 ， JB 
矩阵 RGEXL— MERDA r 二 (x,ysz)， 就 得 到 与 其 对 称 相关 的 A 
标 。 在 这 里 ， 我 们 将 这 些 矩 阵 操 作 按 照 它们 对 称 要 素 的 方向 做 
了 归 类 。 其 中 ， 仅 用 于 六 方 (和 三 方 ) 晶 系 的 和 矩阵， 明确 地 另 加 一 
个 字母 五 作为 标记 。 所 有 这 些 年 阵 ， 其 中 任何 一 个 矩阵 的 行列 式 
总 等 于 土 1 ， 第 一 类 点 操作 是 + 1 ， 而 第 二 类 点 操作 RREO 
是 -1，。 


[0 0 0] 方向 
|: 0 0] | -i 0 ,| 
ΚΕ} |0 1 οἱ iG) 0-1 0 
¿0 0 1j > 0 0-1] 
[1 0 0] 方向 
| 1 0 0 -1 0 0 
2(C,) | -ι 0 iol 0 1 | 
0 0-17j ϱ ο 1 
1 -1 0 -1 1 0 
H XC, | -1 | i| 0 1 ] 
0 0-1 0 0 1 
1 0 ο -1 0 0 
4(C,) f 0 -1 | κου] ο 0 " 
0 1 0 0 1 οἱ 
4:'(C2)y=2(C,) 4 GS1)22(C,) 
1 0 -1 0 0 
4*(C3 ΠΝ 0 | πο 0 0 '| 
0 - 0-1 οἱ 
[0 1 0] πι 


-1 0 
2(C,) | 0 1 
0 0- 
-1 0 
H 2(C,) E 1 
0 0- 
0 0 
4(C,) 0 1 
-1 0 
4*(C3)=2(C,) 
0 0-1! 
4:(C3)| 0 1 0 
1 0 0 
[00 11 方向 
-1 0 
2(C,) | 0 -1 
0 0 
0-1 0 
H 3(C, | 1-1 0 
0 ο 1 
-1 1 0 
H ven 0 0 
0 0 1 
H 
H 
H 
0-1 0 
4C,9|1 0 0 
0 0 1 
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o o e me Ὁ = Ὁ c 


0. 0 
4 CS,) | -1 
1 0 
1 0 
ime 0 1 
0 0 
0 1 
3 Si)|-1 1 
0 0 
1 -1 
3(S,) | 1 0 
0 οὐ 


31C91)5 5303) 


FSD -. 
3'C925 2 (C) 


0 1 
4Si |-1 9 


ϱ 0 


0 
0 
-1 


42(C3)=20C，) 4'CS21)2 2(C,) 


0 0 -1 °] 
4*(C3) EE H aS) | 1 ο οἱ 
| 0 1j o 0-1! 
1-1 9 -1 1 0 
万 6C,)11 0 | 6 S3) -1 0 0 
0 ο 1 0 0-1 
H 6'(C)283(0C.) 6'CS3522 3(C,) 
H 6'(Cz2(C,) 63(93)= m(Co) 
H 6'(C)s3'QC,?) 6'C$i1)23'(C,?) 
0 1 ο 0 -1 0 
H 6(€C355|-11 0 6'CS,) P -1 0 
0 0 1 ο 0-1 
[110] 273 
0 1 ο 0-1 0 
2(C,) | 0 2-πισ)ὶ-1 0 0 
0 0-1 0 0 1 
[1 0 1] 方向 
ο 0 1 -1 
2(C,) | -1 0 2zm(e) 0 
1 0 0 -1 0 0 
[0 1 1] 方向 
-1 0 0 1 0 0 
2(C,) | 001 i-m(ce)| 0 0 M 
| 010 0-1 0] 
[11 0] 方向 
0 -1 0 0 1 0 
2(C,) . 0 0 3=m(e)| 1 0 0 
0 0-1 0 1 


[1 0 1] 方向 


0 0-1 0 0 1 
2(C,) 0-1 ο j-m(e)|0 1 ο 
-1 ο 0 1 0 0 


f0 11] 方向 


-1 0 0 1 0 0 
2(C,) 0 0-1 imo 0 0 1 


0-1 0 0 1 0 
[1 1 1] 方向 
0 0 1 0 0- 
3C, νι ο ο 3S2; |-1 0 0 
0 1 0 0 -1 
01 0, 0-1 0 
3:020 10 0 1 3'CS,) 0 0-1 
1 0 | -1 0 0 
3'($1»28'(C,?) 
3 (55) Τ({) 
3*692)2 3(C,) 
[11 1] 方向 
0-1 0 0 1 ο: 
3(C,) 0 0 1 3657) 0 0-1 
-1 0 0 ^ lLdHUi 0 O 
0 0 -i 0 ο 1 
3:02» |-10 ο 3S, |1 ο ο 
01 0 0-1 0 
3:69:52 8'(C3) 
354) 8 10D) 
| 3 (52}-3{6ς.) 
[1 1 1] 方向 
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0-1 0 0 1 
3(C,) 0 0-1 36S?) 0 0 
1 ο 0 -1 0 
0 0 1 0 0 
3:(C3) |-1 ο 0 3S, )|1 ο 
0-10. 0 1 


3'(S4)=3°(C3) 
3' C55 210) 
3'C9523(C0,) 


[1 1 1] 方向 
0 1 0 0 一 | 
3(C,) 0 0-1 3(S5) 0 0 
一 0 0 1 0 
0 0 -i 0 0 
3*(Ci) 1 0 0 3*'€6S,) 1-1 0 
0-1 ο 0 1 
3'C91) 2 3*(C3) 
3:053)2 10D 
3*(82)z3(C,) 

[2 1 0] 方向 
1 0 0] -ι 0 
H 2(C,) 1 -1 0 2-m(co)|-1 1 
.0 0 M 0 0 

[1 2 0] πι 


` 1 -1 
H 2(C,) 0 1 | ΠΣ 
0 0 


附录 D 球面 三 角 公式 


(1) 正弦 公式 ” 设 有 一 任意 球面 三 角形 ABC， 如 图 D.1， 
A,B,C 为 三 个 球面 角 ，a,b,c 为 三 个 边 ， 这 三 个 边 的 弧度 等 于 
备 自 所 对 的 平面 角 人 BOC, /COA, 408. 


"~ — 

H C 作 垂直 于 AB 的 大 圆 弧 CD ， 如 图 D.2(a)， 于 是 ADC 
和 BDC 均 为 直角 球面 三 角形 。 
再 在 QA 上 任 取 一 点 4/， 作 垂直 
于 OA 的 平面 4C’D’， 如 图 
D.2(b», WZC ÆA D' 等 于 4， 
JERA'D'C^, OA D',OA C) 
均 为 直角 三 角形 。 于 是 
CD CD /A'C' 
AC ος, ος. 
_ Sinp 

sinb ' 


sin = 


(D.1) 


Ca) 


( b) 


图 D.2 正 歼 公式 的 证 明 


sinB = δρ (D.2) 


sina 
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所 以 


sinc _ sind D. 
sin B sinb ° em 
类 似 地 还 可 求 得 
sinB _ sinb sinC _ sinc 
^ sinC sinc ° αἶπ 4 sina ' 5.9 
所 以 最 后 得 
sin4 sin B _ sin C , (D.5) 
sina sinb sinc 
这 即 是 正弦 公式 。 
(2) 余 纺 公式 “在 球面 三 角形 ABC 中 ， 作 《点 的 切 平 面 ， 与 
OA, OB i iE T£ £k 2 TD RH C 


E, inl D.3 所 示 。 
在 三 角形 ECD 和 EODH, 


有 
DE: = CD? + CE? -20D 
.CE cosC, (D.6)“ 
DE: = OD: + OE: - 20D 
-OE cosc, (D.7) 
于 是 图 D.3 余弦 公式 的 证 明 
OD'-CD' + OE' Z CE? - 2CD-CEcosC - 20D-OÉcosc 
= 0,  (D.8) 
但 是 ， 在 直角 三 角形 OCE 和 OCD 中 ， 有 
OD: - CD: = OC: = ΟΕ: — CE:, (D.9) 
所 以 | 
20C? + 2CD-CEcosC — 20D.0Ecosc = 0, (D.10) 
Bp 
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cosc = —— — —— + == — —=cosC, (D.11) 
O 


于 是 
cosc = cos acosb + sinasinbeos C, (D.12) 
这 即 是 边 的 余弦 公式 。 
同样 可 得 另 两 个 边 的 余弦 公式 为 
cosb = cosccosa + sincsinacos B, (D.13) 
cosa = cosbcosc + sinbsinccos A, (D.14) 
以 球面 三 角形 ABC 的 三 个 顶点 各 作为 极点 ， 分 别 作 相距 为 
905 的 大 贺 ， 这 三 个 大 圆 极 线 两 两 相交 所 构成 的 新 球面 三 角形 
4’ B' C' 称 为 极 线 三 角形 。 球 面 三 角形 ABC 和 极 线 球 面 三 角 
A B! C! 之 间 有 关系 
180° =A+a’=B+b’=C+tc’=A’ta=B’+rb=C’+ce, 
(D.15) 


ν 


τ 


现在 ， 将 式 (D.12) 在 极 线 三 角形 中 写 出 ， 得 
cosc’ = cosa’ cosb” + sina’ sinb’ cosC 7 。 (D.16) 
KA (0.195) 关系 代入 上 式 ， 得 
cos( 180° — C) = cos( 180? — A)cos(180° — B) 
+ sin(180° — A4)sin(180? ~ B)cos(180? — ο), 


(D.17) 
所 以 
cosC = — cos cos B + sin Asin P cosc, (D.18) 
这 是 角 的 余弦 公式 。 
同样 可 求 得 另 两 个 角 的 余弦 公式 为 
cos B = — cosC cos A + sinCain Acosb, (D.19) 
cosC = — cos Acos B + sin-Asin Bcosc, (D.20) 


下 面 ， 我 们 利用 球面 三 角 公 式 来 导出 网 拉 定 理 中 的 公式 
G.D, (3.8) ， (3.9) 。 从 图 3.21 中 的 球面 三 角形 ABC 
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们 看 到 与 此 处 对 应 的 量 为 
Azaf2, B= B[2, Ο---Υ/3, 
a=, b=o, cC =, 


将 这 些 量 代入 式 〈D.18) ， 得 


cos(x- r)- — cos ^ cos Ë + sin ο sin P cosu, 
2 2 2 2 2 
即 
cos” = cos ^ cos Ë _ sin £ sin E eos, (D.21) 
2 2 2 2 2 


又 由 式 (9.19) (9.20) 依次 求 得 


7. 
ΓΕ; 


Y 
COS — COS — C0S — 
cosu2.— 2. 2.2. (D.22) 


a Y 
sin— sin -一 
2 2 


cos _ cos B ος. 
cosu = — 2 B ο 
sin— sin— 


2 2 


(D.23) 


所 上 3 式 正 是 式 G.D, (3.8) ， (9.9). 


。 OD 388 
I Ὁ til xy zz G^ HEX ιά Kygo "5 x 
。 €» | ο) H . GO 
(D Ili ST eg τα Ως (6) Hx oe - “ol gu 
(c) LE "Wl (P) "T eem ZZZ 3: 
(2) * . 
ET ul ED Bos m W. HH 6| W/Z " 
id d i D ans 'L (zZ) "m “9 u 
u | I Ὁ ΜῊΝ E" ος. | H 二 
D "TI “I I = 
- _ . —— Re ο. 
{711} " 
(or) | {ror} | {το} | {uay} N " uN s 
(100) | {oro} | {001} {344} "2 H 
{oyy} | (109) | {130} | (IU) i <, 4. . 
- | | αἱ wO S 
xad 9v1 
4 * 可 次 其 
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(6) (Q) GÀ | (@ (8) (p) Ἡ | Ced 
ΠΗ! xy ifi BAM HLZ f {τή zt 
"ed 2 “ται “00 "e| “Ὁὐ ` Lt 
E) (o Ἡ απά | (p) xit hi £C hd P 
ΠΥ op ΘΟ. “op “Fy - y 
(2) | (8) (8) (9D 43H 
ΠΧ N Go Ἠαππ ΠΕΙ aqm XC Bd uunafp 
ep A A COD οἱ “6g _ 
(2) | Io | (8) L.X) 
ἯΙ xg G) να ah © aen migra Lc hi ¿eY 
“ee 98 o "78 
€D | OD | | (8) 
Hl vhs (p) Hf hd er, co ect ρε, HLM A Wb 
9 ος | m 
(Z) . ta 
M "ας O) TT hi ud (8) st «cd 92 /v I 
(T) 。 f, 
ο... Qo ὑπ và GO LH 
| 
| 
πο | Gn 
(100) | (001) | {οττ} | {049} T 
| {10 


a IT 
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^ D (9) (9 | GD [| Q) GD [ZD ΒΗ 
μή παπι Ἕπν | πα) HHZ | WK ir [LÍMITE με 
“08 “62 κ p *94 EJ "PL 
CI) (9 ` (€) (9) (9) (9) (9) 1,3 £p 
LE] pR RLE REH BE | Kir UB CR r= Ze 
“£2 "ZL τ) “ου *69 "89 ° 19 
CT) CE) (9) (9) C£) (9) (9) 
HE BRAE | UHEM | BRLEK ΒΞ μα | ΞΕ ue 
* 99! “99 "ve "£9 "$9 τοι "09 
(2) u 
XE c (9) HAX (9) HH% £ 
* gal κ. “23 i 一 
(1) | 
LU ( HLE (g) HELE £ | 
ΚΗ Er τα | 
(po 1} . — I n ΙΙ Iu να 
{TEOT} {1211} ÉE ος g 
(1000) (0121) ἐμοὶ (13392) {1:44} Vou os 、 
{otor} | {0211} D MEME g ΜΙΝ. 
| {1000} |{τ"Υζ"{"ἠ} ἘΝ 4 lx 
a ος αι... W U — 


GEO uade 9νι 
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(2) (£) EC (9) (9) | (9) KGP um: » 
m4 HYLE HEX ΠΗ = EELE X tre g Z149 ιο 
“TIT OTT. | “601T “80T “40: "90T| GOT EE 
(2) | | 
MEO OBLE (9) HALE - 9 » 
-. PON us EO 0 u 
(2) | | «CD (D Go 8 
EXE | (9) HLL HLX BKL ; X tr 7 uuu /9 
του. Ὃ . "001 “66, | 86 6 _ 
(2) | | GD (D LCD 1.3) | 
JH | (9) {αν ὮΙ αἱ HEX 00 frere £29 — | 
(1) | (21) | | GD | 
HI : (9) HAX BAXE (9) ανά . σε uug | vv 
MU * 0e: Ki BEEN UU DUE 
G) | | 
H | (9) HLL | συ PALA Mfg | 
ΠΝ; "ag ` 0 
(D | | 
TE (9) ΗΝ | CEE Le 0 9 | 
κ... "28 EN T8 E 
| 
I 
(0110) om | npe 
{T000} MILL | {1340} 
| {0101} eum | von) 


"RED? Gl dC ds AL KERM SIEGEL LEE IE CE ERES Le C ERE CREE Eo « 


| 
{444} {144} | ` 
| 


(9) (61) (yz) (8) (76) (76) (89) | 
PLT Y-A xy YE 条 里 MM 三 | 于 时 和 三 PRU ug 
|. OPT) E SEL Sé Bd" Vv "err Βίπ"τντ τσι νο O 
(9) (ζω | (Fp2) (8) CPZ) G2 G2) | 
ΕΚΕΙ: ΕΗΒ o pg EAN E LO HEA Zg? K 
 .. 6811 A3 ger marzer "oer Méhd'ser Errera TE ESD OOO 
9) ! GD | G2 CF) GD | GD | 
XC) ym xj yaa 性 型 团 三 | ἩπίπήΞ! Οσο) Q3 "gy 
"τει Agren {πε — ‘ezi B£ szT| BÉhd zz I M hdMC ση | 
C9) . D | GD | (9 (G2 | G2 (2 | XX 
PLT: ΗΕ Ην 。 xXHS xj —3 ΜΕ Vae = eu Ze 
stp AE vat] BCE EZI "zI BEBA ret Ἐκ ο | 
€) ;1 GD | GD (2) (61) (61) GD ; 
PALETAH- PA EXPL Bd — isma d. «ΙΓ 12 
| "BTT AZE LU üf E 9d" "etr B£—"vID πα Επ καν... 
al | (00 Row ox 
| Gon | <] I< W AN d 
(001) (011) | | {τ11} | {144} Tgn TN 
| | 


— 


(6) 111 i 
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an RP E43 47 种 单 形 

如 果 只 考虑 几何 外 形 上 的 异同 ， 则 146 种 单 形 可 归纳 为 47 种 
-外 形 不 相同 的 单 形 。 这 47 种 单 形 中 ， 有 ?7 种 属于 低级 晶 族 ，27 种 
属于 中 级 晶 族 《其 中 单 面 和 板 面 两 种 也 属于 低级 器 族 ) , 157458 
TARR. 

图 上 .1 为 低级 晶 族 的 7 种 单 形 , 依次 为 单 面 、 板 面 、 双 面 、 
Zi, ZANE, ZDA ADRE., EH c 为 反映 双 面 ， 
d 为 轴 双 面 。 
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人 > 


ε 
图 E.1 低级 晶 族 7 种 单 形 


中 级 晶 族 的 单 形 除 单 面 和 板 面 外 可 分 为 7 类 。 柱 类 的 6 种 如 

图 尺 .2 所 示 ， 依 次 为 三 方 柱 、 复 三 方 柱 、 四 方 柱 、 复 四 方 柱 、 六 

方 柱 、 复 六 方 柱 。 锥 类 的 6 种 如 图 上 ,3 所 示 ， 依 次 为 三 方 锥 、 复 

三 方 锥 、 四 方 锥 、 复 四 方 锥 、 六 方 锥 、 复 六 方 锥 。 双 锥 类 的 6 种 

如 图 卫 .4 所 示 ， 依 次 为 三 方 双 锥 、 复 三 方 双 锥 、 四 方 双 锥 、 复 四 
方 双 锥 、 六 方 双 锥 、 复 六 方 双 锥 .四方 四 面体 和 凌 面 体 各 一 种 ， 
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图 E2 中 级 昌 族 柱 类 6 种 单 形 


δν 
AAA 


图 E.3 HARRER 6 种 单 形 
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图 E.4 中 级 晶 族 双 锥 类 6 种 单 形 


并 有 正 负 之 分 ， 如 图 刁 .5 和 下 6。 偏 三 角 面 体 类 两 种 ， 如 图 上 .7， 
依次 为 四 方 偏 三 角 面 体 和 复 三 方 偏 三 角 面 体 ， 它 们 也 有 正 负 之 
分 。 偏 方面 体 类 3 种 如 图 下.8， 依 次 为 三 方 偏方 面体 、 四 方 偏方 
面体 、 六 方 偏方 面体 ， 这 些 也 有 左右 之 分 . 


/> 


图 E.5 四 方 下 面体 图 E.6 diui 
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图 5.8 偏方 面体 类 3 种 单 形 


高 级 晶 族 的 单 形 如 图 ,9 所 示 ， 它 们 可 分 为 八 面体 组 、 四 面 
体 组 、 六 面体 组 和 菱形 十 二 面体 等 四 组 。 在 图 中 依次 为 四 面体 、 
三 角 三 四 面体 、 四 角 三 四 面体 、 左 形 和 右 形 五 角 三 四 面体 、 六 四 
面体 、 八 面体 、 三 角 三 八 面体 、 四 角 三 八 面 体 、 左 形 和 右 形 五 角 
三 八 面体 ， 六 八 面体 、 立 方 体 、 四 六 面体 、 鞭 形 十 二 面体 、 偏 方 
复 十 二 面体 、 五 角 十 二 面体 。 
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DBA 


T 


Ἂς 族 15 种 单 形 
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附录 F 17 种 平面 六 


17 种 平面 群 


ντ ΒΕ Π = | 平面 群 
晶 系 和 点 阵 符 号 | 点 ΒΕ — T 
完全 的 | 简短 的 | 序 号 
斜 D 1 | pl | οἱ | 1 
p 2 p211 p2 2 
plmi pm 3 
m plgl bg 4 
长 方 clmi cm 5 
b2mm pmm 6 
b, ο p2mg pmg 7 
2mm 
b2g9 Ρος 8 
c2mm cmm 9 
E 5 4 på p4 10 
pámm pdm 11 
p 4mm 
págm p4g 13 
3 p3 p3 13 
六 È am p3ml p3m1 14 
p3lm p3im 15 
b 6 p86 ρθ 16 
6mm p6mm p6m 17 
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17 种 平面 群 图 示 


ΗΒ 平面 群 符号 AERE LES 
No. 1 pt 1 # Jr 


me ἜΠΗ ΒΕ ARRS MA 
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LES 
长 方 


平面 群 符号 ARAS 


me 


mm 


c 2mm 


正方 


pA 


No.10 


Φ 


* 


O 


正方 


dmm 


pámm 


No.11 
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me 平面 群 符号 SES AX 
No.15 pun 


3m, 六 方 


9 
NK AUT 
bo NG 
S ή 
yox. 


I 4 
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四 方 


立方 


(ZÉ) 
六 方 


附录 G 73 种 点 式 空间 群 


布 拉 菲 点 阵 


- 


= 间 8E 

P1, PI 

P2, Pm, P2/m 

B2, Bm, B2/m (Gg— fog 

P222, Pmm2, Pmmm 

C222, Cmm2, Amm2*, Cmmm 

1222, Imm2, Immm 

F222, Imm2, F mmm 

P4,P4,P4/m,P422,PAmm,P 42m, 
Pa4m2*4,PA/mmm | f 

14,I3,14/m,1422,I4mm,I42m, 
I4m2* ,IA/ mmm 

P23,Pm3,P432,P 43m, Pm3m 

123,1m3,1432,ITa33m,Im3m 

F23,F m3,F 432, F 438m, F m3m 

P3,P3,P312,P321*,P3m1,P31m*, 
P31m,P3m1* 

R3,R3,R32, R3, R3m 

P6,P6,P6/m,P622,P6mm,Pgm2, 
P62m* , P6/ mmm 


* 考虑 对 称 要 素 与 布 喇 非 点 阵 不 同 取 向 而 增加 的 7 种 空间 群 。 
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附录 H 230 种 空间 群 

这 里 ， 用 空间 群 序号 、 熊 夫 利 符号 、 标 准 的 简略 国际 符号 和 

标准 的 完全 国际 符号 列 出 了 230 种 空间 群 。 空 间 群 序号 下 面 划 一 
直线 表示 它 是 点 式 空间 群 

三 8 B R 

空间 群 序号 | 熊 夫 利 符号 | 

x 

系 


l 


i Ci P1 
2 Ci P1 
Bo a B 

GE) = 纳 是 唯一 轴 | N Rok — Ah 
ES 《第 一 种 定向 ) | (第 二 种 定向 ) 
2| Ὦ 简略 国际 符号 完全 国际 符号 简略 国际 符号 完全 国际 符号 
4/01 | P2 P112 P2 P121 
4 C? P2, P112, P2, P12,1 
5Ci| B2 B112 C2 C121 
6 C! Pm Plim Pm Pimli 
7C2 | Pb P11b Pe Picl 
8€ Bm Blim Cm Ciml ` 
9 C: Bb Bilb Ce Cici 
10Ci,| P2/m P112 P2/m P121 
MC2,| P2,/m Pu P2, /πι piu 
12C3,|  B2/m B112 C2/m C121 


HERR G) 


η 


m EI zg Ë πὲ — 1 ΠΤ ΈΤ ΕΝ 
mao | (第 一 种 定向 ; (第 二 种 定向 ) 

Lg Ei EAE = , 
Z0 简略 国际 符号 完全 国际 符号 简略 国际 符号 全 国际 符号 
13Ci, | Ρ2 Ἢ PA Pic ; Ρι;] 
14C;,  P2,jb Pu P2, jc pou 
18C;,| B2/b Bu C2/c C121 

正 交 5 系 
CN 
u RAAN | 简略 国际 | 完全 国际 | | RAR] memm zam 
πια 号 符 sm sg s Sm Β 
= i | 号 | 
16 D3=V! P222  |P222 [30] Ci, Pnc2  |Pnc2 
17 ,D3=V? P222, 022, |31) Ci, Pmn2, Pmn2, 
18|D3zV* P2,2,2 |P2,2,2 32; C$, Pba2  iPba2 
1901 2V* P2,2,2,|)P2,2,2,133| C$, IiPna2, Pna2, 
20Di;-V* C222, C222, 184 ©, Pnn2 Pnn2 
21D;-V* C222 C222 [35 CU, Cmm2 Cmm? 
22 D; =V" |F222 F222 区 CU, Cmc2, Crmc2， 
23 D3=V" 7222 |1222 37. C9, Cec2 Οοο3 
24'D; zy? 2.2, 12,2,2, | 38 C5, Amm2 Amm? 
2505, Pmm2 Pmm2 139 | C$, IAbm2 |Abm2 
26/63, Pmc2, |Pmc2, 40 Cý, πια» Ama? 
2703. iPec2?  |Pec2 |41 Ct,  ba2 Aba? 
28/01, Pma? |Pma2 | 42 | C$, Fmm2 Fmm2 
29105, Pca2,  iPca2, 48 ος, Fad2 Fdd2 


-- ED saan, 


正 交 晶 系 〈 续 )》 
i 能 夫 利 简略 国际 完全 国际 ， i RAR | 简略 国际 完全 国际 
| ! | | | 12 [= = 
E 符 号 符 号 符 号 序 : 符 号 符 号 得 与 
= | | i= i | 
B 9 | [ην pu 21 2 21 
salos, lImm2? [lmm2  |60|Dj,-V|Pben . Peto 
ar | ben 
45 |C4, Iba2 | [ba2 i - 
! b 一 了 142141 
46 CZ, Ima2 Ime? i 61 Pu τ V, Pbca PT iri 
47|Di,-ViPmmm : p222 102 Du, =V Pnma p2 22) 
T mmm nma 
48 |D2, = V iPrnn p2 22 63 DU, = VYCmcm c2 22, 
nnn | mcm 
49|D$, = ViPcem 222 64 b, =V Cmca c2 22 
ccm mca 
solDi,-VilPbas | P222 65 D9, = VECmmm |C2 22 
ban | mmm 
51|D;, V iPmma P2266 D2, -ys»Ccem |C222 
| mma, ccm 
52105, «ΡήΡππα — ο ο ο |C 2 2 
| nna mma 
53 D; , =V; P mra p2 22: gg D, 2VZCcca c2 2 2 
| | mna; cca 
54 Ds, =V 8 Pecca ph22 69 D2, = VIE mmm p222 
2 | 212,2 2 24 2 3 
55 02, =V; Pbam ΡΕ πι 70D, = V Fddd pli 
se[DisspuPeen ‘PBZ ng -Vulmmm | 1222 
| cen mmm 
u -pu : 2212, | ο. 222 
57 D, =V WPbem Pae m| 2 03.3 ViIbem Lem 
; . | 212. 2 ss dry 
58 |D, =VPnnm phai 78 Dl, = VilIboo 1222 
59 Du, = VPmmn i pAh42i 74 En = VI mma 1222 
ue Pam mma 


2 


-ᾱ 
= 


| n 5 B A 
il | 国际 符号 " 能 夫 利 | 国 际 符号 
| = |a c (a+ (BPO - | + 
δι Ἡ Cité b rae D 5 号 East aye 
τοὶ Οι P4 C4 (99, C}, | P4mm | C4mm 
76| C? P4, C4, 100 Ci, Pim | C4mb 
ττι Οἱ P4, C4, 101 Ci, | P4,cm | C4,mc 
78| C+ P4, C4, 1021 Cj, PA,nm | CA,mn 
79| Cj 14 F4 105 Ci, | P4ec | C4cc 
80| C; I4, F4, 04 Ci, |P4nc | Chen 
81| S1 Pa C4 105 C;, P4,mc | C4,cm 
82) Si I4 Fa 6 C$, | P4,bc | C4,cb 
83| C1, Pd/m | C4/m 103 C;, lAmm | FAmm 
84| Ci, P4,/m | C4,/m 108 CY, | 14οπι FAmc 
85| Ci, |P4/n |Cai/n |109 Cu, i|l4,md | F4,dm 
86; C1, | P4,/n ! CA,/n 110 CU |I4cd | F4,dc 
87| Ci, |14/m |F4/m |11UD1,-V1| Pa2m | Cám2 
88] Ci, |I4,/a | F4,/a |112D2, -V3| Pa2e | C4c2 
89) Di P422 | C422 18 1. V i| P42,m | Cam? 
90] p P42,2 | C422, |114D3, =V P32,c | Cac, 
31] D} PA,22 | C4,22 f115D;, =V; Pam2 | C42m 
92] Di P4,2,2|1 CA,22, 116D2, = V5| P3c2 | Ca2c 
93| D; P4,22 | CA,22 |117D;,-Vi| P4b2 | Ca2b 
94| D; P4,2,2| C4,22, 1118D3, =V Pan2 Ολ2π 
95 1 P4,22 | C4,22 111901. 2 V2 I4m2 | Fa2m 
961 Ds P4,2,2| C4,22, 12079, =V I4c2 Fa2c 
97| D; [1433 | F422 (121DJ,-VJ Ij2m | Fám? 
98| Di* | 14,22 | F4,22 |122D8 -Ρῃ Ta42d | Fad2 


二 一 一 


HAMR 


! 

Pe T 号 | 完全 国际 符号 

群 序 符 B abc (a b) | abe | (225 
号 (标准 的 ) Po (b Έα)ς 

| E | | 
123 | Di, | P4/mmm | C4/mmm | p422 ç422 
— | mmm. | mmm 
2 ' 5422 422 
124 D, P4/mcc | CA/mcc | — σσ | Ca cc 
; | p422, 643232 
125 | Di, P4/nbm | C4/nmb | P ym C "mb 
4 | 422 4422 
126 ΗΠ Ρ4/πηε | C4/ncn | ΡΠ | ς "cm 
4 |1542,2/^422 
127 Di, P4/mbm | C4/ mmb | Pm pm, Cum b 
s 42,2 p422, 
128 Di, Ρ4/πιπο | C4/mcn Pu C EP 
129 nod pa/nmm | C4/nmm | P42 2 c4 25. 
| nmm nmm 
: 42.2 cA 33, 
130 Ds, Ρ4/πος C4/ncc P " P C C ο 
131 | Di, | P4,/mme| Cá, /mcm| P332 2 ch 2 2 
mm ς | mom 
132 ο. PA,/mcm | C4,/mmc ph22 ch2 2 
απ ο mn mmc 
u 412 2| ολ 22 
133 | Du, PA,/nbc | CA4,/ncb PL CI n 
; 422 ch22 
134 Mn P4,/nnm C4, /nmn P m CLA 
| 5412 4 2 
135 | Du, | P4,/mbc | CA, / mcb pum cai 
" ; 422 05h22 
136 a P main. C4,/mmn PLA Cu "E 
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La 


T | 能 天 利 ' 简略 国际 符号 完全 国际 符号 
群 序 | 符 B abc | (atb) ak | (a ^) 
号 | (标准 的 ) | Fa) | 77 jb ra) 
137 | AN | P4,/nmc | C4, /nem | PË 2:2 | ch 25 

| i n m c ! πι ο σὲ 
198 D$, ` P4,/nem ! CA,/nmc | ph 2 ch 22, 
' i "nc m. n me 
139 ! Dy, | I4/mmm , FA/mmm | 1422 F422 
140 ia | I4]mem | F4/mme 1422 F422 
N : ' Toc μα momo 
141. DO, ' I4/amd F4,/adm! 1822 p%h22 
| | | ατα, adm 
142 | D$, TA, /acd Faede | rrr phil 
= 4d m Β 
e RERA] AEREE E, PI 熊 夫 利 kaita 
序 | 符 Sm SE 号 序 | 符 号 符 SE 号 
ανν 号， 
143 Ci | P3 182 Dj | P321 
144 Ci P3, 153 Dj P3,12 
145 Ci P3, 154 D; P3,21 
146 Cj R3 155 Dj | R32 
MT Ch | P3 156 Ci, | P3ml 
148 Ci R3 157 Ci, | P3lm 
149 Di P312 158. C3, ' P3cl 
i150 D? P321 159 C+ ; P3le 
151 Di | P3,)2 180 Cj, | R3m 


三 力 避 系统) 


= | A 
E EKF 简略 国际 完全 国际 A: fi RI 简略 国际 完全 国际 
序 | 符 号 符 SH SETS SH 558 5 
号 ; li = (d _ O 
161 Cs, | Ries lies: Dj, P3cl | P324 
I 2.2 | i 
1622 Di, | P31m| P315 | | 32... 
+a 34 | m 186 D;, R3m | R3 
- 2.2 ' | 
165: ΠΤ}, | P3le | ΡΞ. | p= 2 
` | € He D; | pse | “τ 
_ | 
164 Di, | P3ml πὶ 
^ E: 5 
空 E qe 
de 熊 夫 利 简略 国际 完全 国际 x 熊 夫 利 ΠΤ, 
序 | 符 号 符号 待 sm eu sm s 
号 š ë I  . _ 
f ^ 
168 C? P6 183 Cl, j|P6mm 
169 C? P6, 184 C2, iP6cc 
! i 
170 C? P6, | js Ci, IP6,cm 
171| C: P6, [195 Ci. |P6,mc 
172 Cj P6, 487 Di, Pem? 
173 C$ P6, 188| Di, |P5c2 
174 Ci, P6 189 Dj, |Pe2m 'α 
175) Cl, P6/m 190 Di, |P62c | 
; | 
176 Cèa | P6,/m 191] Di, |P6/mmmP 6 2 2 
177 DI P622 B m m m 
178 D? P6,22 192 D2, |P6/mcc PZZ 
179 D? P6,22 | | (8 22 
| pio < 
180 4 P6 .22 199 25 P6,/mcmP-7 cm 
5 | 
181 Dè P6,22 194 Di, |P6,/mmcP5: 2 2 
182 D$ P6,22 mmc 


立 5 B R 


ΚΑΛΗ 简 咯 国际 完全 国际 , 辐 ， 能 大 利 简略 国际 完全 国际 
符 ΒΒ sm 9E 号 符 sm 5 
=< - 


ru P23 | 214 Oš 14,32 
T? F23 215 ΤΊ P43m 
T: 123 216 T2 Εδπι 
τ’ P2,3 217 Ti Ij3m 
T° 12,3 | 218 Tj P43n 
T: pm3 | pla 29 Ti Fia3c 
m 1290] T$ [1534 
2 | 
Ti Pn3 Pn3 ο Οἱ Pm3m | P432 
| 一 一 mm 
2 i 
Ti Fm3 | Έτ [222 Οἱ Pn3n p432 
2- 
u Fd3 , ΕΒ 23 O? Pm3n pig? 
2- 
Ti Im3 Im3 224 Οἱ Pn3m P4532. 
6 215 
T; Pas P< 3 1008 O; Fm3m F432 
一 -一 m m 
， 2,- 
Ti Id | T3 |226 Oš Fm3c pig) 
ο, P432 4.2 
了 175 
0: P4,32 227 O; Fd3m F - 
ο F432 228| ΟἿ Fase (F832 
O: F4,32 d'c 
O: 1432 0; Imm | [452 
m m 
O° P4,32 12 
19 15 
0'7 P4,32 Οὐ Iad DHT 


WI 若干 空间 群 的 乌 科 夫 位 置 资料 


这 里 ， 从 《国际 表 》 选 录 了 车 干 空 间 群 的 乌 科 夫 位 置 资 料 。 
14/πι Ci, 4/m Tetragonal 


No, 87 l4/m 
Origin at centre (4/m) 
Positions 
Multiplicity, Coordinates 
Wyckoff lctter, (0,0,0) 4 (L.1,1). 
Site symmetry 2 2 2 
16 i 1 (1) x,y,z (D) x,p, (9) y,x,2 
(4) y,X,2 (5) 59,2 (6) x,y,Zz 


CI) y,X,2 (8) y,x,2 


8 h m,, x,y,0 &,y,0 y,x,0 y,x,0 


ue 
κα 


8 g 3. 0,1, L,0,2 0,4,7 1,0 
7 111 331311 13 
8 f 1 Pr 47404 PrI PI 
4 e 4 0,0,2 0,0,2 
4 d 4.. 0,2 1,04 
4 ο 2/m. 0,2,0 10,0 
1 
2 b 4/m., 0,0,7- 
2 a ἀπ 0,0,0 


277 


R3m Di, 3m Trigonal 

No.166 R32/m 

HEXAGONAL AXES Origin at centre (3m) 
Positions 


Multiplicity, Coordinates 
Wyckoff letter, (6, 0,0) 4 (2,1,1 à (1.2, 
Site symmetry 333 3 3 
36 1 1 (1) x,y,2 (2) y,xX—y,z 
(3) xX+y,x,Zz (4) y,x,Z 
(5) x-y,y,7 (6) x,x+y,Z 
(7) x,y,2 (8) y,x y, 
(9) x—-y,x,z (10) y,x,2 
(1D ο y,.y.z (12) x,x—y,z 
18 h m X,5,2 X,2X,2 REZ — E.X,2 
2x,x Z — X.2X,2 
l g .2 x,0,1 0,2, E δν 8,0, t 
0,3,1- X,X,— 
18. f .2 x,0,0 0,x,0 x,x,0 x,0,0 
0,2,0 x,x,0 
T 1 1 1 
2 —,0,0 0, 二 ,0 —,—,0 
9 € .2/m 2 , 22 
9 d .2/m FE ο. ον 
2 2 2 2 2 2 2 
6 c 3m 0,0,2 0,0,2 
3 b 3m 0,0,4 
2 & 
3 a 3m 0,0,0 
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RHOMBOHEDRAL AXES Origin at centre(3m) 
Positions 
Multiplicity, Coordinates 
Wyckoff letter, 


Site symmetry 


12 i 1 (1) x,y,z (2) z,x,y 
(3) y,z,x (4) 了， 元 ?二 
(5) x,2,y (6) 25,4 
(7) E,y,2 (8) Z,£,y 
(9) y,2,& (10) y,x,2 
(11) x,2,y (12) z,y,x 
6 h m X,X,2 Z,X,X X,2,X E,5,2 
ΙΝ Z, š 
6 9 .2 xil Iss BIG zx, t 


6 f .2 E 0,x,x x ,0,x &,x,0 
Άν x,0,x 
11 141 11 
2 61 1 1901 1 4ο 
3 e m Ovx POF PT 
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R3c D$, 3m Trigonal 
No, 167  R32/c 
HEXAGONAL AXES 


Origin at centre (3) at 3c 


Positions 

Multiplicity, Coordinates 

Wyckoff letter, (0,0,0)4- 2,L1,1). (4,2,2). 

Site symmetry 3 3 3 3 33 

36 f 1 (1) X,y 2 (2) yx—-y,z 
(3) dy, E,z C4) yon ER T 
(5) x-y Et 《6) Rey 
(9) x-y,x,z (10) yl 
(11) Rey, (12) ο y, z ++ 

18 e .2 xz;0 ,站 0x, 2 zx $,0,3 
0,8, x, 

1 d I i450 0610 lio old 
15,1 1.1 1 
2 55» 2 多 2 3 2 

12 ο 3. 0,0,2 0,0,2  3- 0,0,2 0,0,2+ 1 

6 b 3, 0,0,0 0,0, 

6 a 32 0,0,4 0,0, 4 
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RHOMBOHEDRAL AXES Origin at centre(3) at 3c 


Positions 
Multiplicity, 
Wyckoff letter, 
Site symmetry 


12 f 1 
£ e .2 
6 d 1 
4 C 3. 


Coordinates 


(1) (2) 2,X,y 
H 


2? 


X,y ,2 


(3) y,zx (4) y+ BELGES 


十 


+ 
a 
+ 
` 
* 


R 
+ 
wje εὐ]. 
wje ajo F |= 
E 


vje 
` 
© 
` 


2 
= 1 1 1 
b 0,0,0 4,4,4 
2 3 2'2'2 
111 111 
2 a 32 ē PPA 4'4'4 
Fi3m Ti 43m Cubic 
No, 216 F43m 
Origin at 43m 
Positions 
Multiplicity, Coordinates 


Wyckoff letter 


(,00*  (5,1,1)« 
Site symmetry 2 2 


(1.5.1)* Los 
96 i 1 (1) x,p2 (2) νι (3) x,y,2 
(4) xyz (5) z,5y (6) 25,5, 
(7) BH (822,595 (9) y,2,x 
(0) y,z,€ (11) y,2* (12) ΠΣ; 
(13) y,x,2 (14) y,x,2 (15) y,*,2 
(16) y,x,2 (07D) κ (18) š,2,y 
(19) z,z,y (20) χ,Ζ,; (21) z,y,x 


(22) z,y,* (23) Z,y,* (24) 2Z,y xx 
4 h .m x,x,2 BEZ B Xy XZ Z,X,X 
ZK — Z,X,x Ἐν άν E,2,* 
XZ, — X,2,X 
24 g  2,mm ση 3,2,1 oed L5 
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24 f 2mm x,0,0 ἄν  0,x,0 
0,0,x 
16 e ,3m X,X,X XFX — X,X,€ — x,X 
4 3 3 3 
d 3 2,1,2 
4 4 Τα 
1 1 1 
3 í 1 — 
4 c 4om 4'4'4 
一 1 1 1 
b 3 ——— ,— 
4 人 


4 a 43m 0,0,0 
Pm3m Oi m3m Cubic 
No, 221 P4/m32/m 
Origin at centre( m3m) 
Positions 
Multiplicity, Coordinates 
Wyckoff letter, 
Site Symmetry 


48 n 1 (1) x,y, (2) X,y,2 
(4) x,y,2 (5) 2,x,y 
(7) Z,X,9 (8) Z,x,y 
(10) y,z,x (11) y,Z,Z 
(3) y,x,2 (14) 9.5.2 
(16) y,x,z (17) x,2,y 
(19) x,z,y (20) x,2,y 
(22) 2,%,x (23) 2,y,x 
(25) ΞΖ»: (20) x,y,2 
(28) X,9,2 (29) 2,5 
(31) z,x,y | (32) z,X,y 
(34) »,Z,x | (35) y,z,x 


0,0,x 


< N δι 
` `w ` ` 
RI δι N RICE 
` ÀJ bd < » 
N R H NN! 


+ 


` 
ᾱ 
` 


NI N & v "`< 
` 
N 
` ` 
N ἃν 8t ἁ 


24 


24 
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m m2 


(37) y,X,2 (38) y,x,z (39) y,x,Z 
(40) y,X,2 (41) £,2,y (42) x,2,y 
(43) x,2,9 (44) x,z,y (45) Z,y,x 
(46) Zy% (47) 2,y,€* (48) 2z,y,x 


X,X,2 — X,X δις Xy, Z 2,X,X 
2 


` 


` 
R 
8 

` 
N 

` 
ἃ 


z 
Zp, Z, $ Z% X, 
x 


X,2,* ΠΕΡ X,X,2 &,X,2 x,€,2 
XX Z — xX,2,9 ἂν δι Zy — X,2,X 
Z, X% Z,X,X Z,X,X y, x, x 
1 1 . 1 » 1 ,= 
yy ΞΖ Zay 72 
2 2 2 2 
1 L > zc 21. 
Z,—-,y Z,— +Y Z|, — sy Z,— y 
2 2 2 2 
1 1 ->z Í 
YsZs— yy 2 一 ys2,— αλα 
5, , 2 2 2 


1 Cort = 1 < = Š 
Zy >= ο Z,y,— 一 
sys 2 sys 2 sys 2 47» 2 
0,5,2 O752 0 753 0 2,0,y 
z,0,y 2,0, 2,0,y y,2,0 7.2.0 
y,2,0 y,2,0 y,0,2 70,2 y,0,2 
y,0,2  0,2,y 0,2,y 0,2,y 0,2,» 
290 z,y,0 Ζ»ν»0 Z,y,0 
1 1. 1 E I. 2 
2 339 2 11, 2 sys y 2 s yy 


12 


12 


m.m2 


mm2.. 


.om 


ám m 


4m.m 


EN 
12222 


0,y,y y, 0,y 
y,y,0 y,y,0 
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Fm3m O; m3m Cubic 


No, 225 F4/m32/m 
Origin at centre(m3m) 


Positions 
Multiplicity, 
Wyckoff letter, 


Site symmetry 


192 Í 1 


9 k m 


286 


Coordinates 


(0,0,0) + 


(pv 


(4) 
(4) 
(7) 
(10) 
(15) 


(16) y 


(19) 
(22) 


(25) x 
(28) x 


(31) 
(34) 
(37) 
(40) 
(43) 


Xy 2 
X,y,2 
Zy 


y,2,* 


(3.1). 


(2) E,y,z 
(5) z,x,y 
(8) Ζ».»9 
(11) y,z,x 
(14) y,x,z 
(17) x,2,y 
(20) x,Z,y 
(23) z,y,x 
(26) x,5,2 
(29) Z,X,y 
(32) 2,£,y 
(35) y,2,x 
(38) y,x,2 
(41) 8.2. 
(44) x,2,y 


(47) z,y,X. 


X,x,2 X 


Z Ἐπ 


xx Z X 
x 


E,2,X 


ο 


(3) 
(6) 


(9) 


(12) 
(15) 
(18) 
(21) 
(24) 
(27) 
(30) 
(95) 
(36) 
(39) 
(42) 
(45) 
(48) 


X,y,2 
z,k,y 
Ys% 
7,2,% 
ys 2 
X,Z,y 
Z,y,X 
Z,y,* 
Xx,9,2 
Z,X,y 
y,z,* 
223 
y,x,2 
X,2,y 
2,9,X 
ZIY% 
2,X,X 
TZ, 
x,X,2 


X,2,X 


ια. 


2,X,8 — z,X,X — 2,x,X — RE, 

m 05,2  0,»,z 0,y,2 0,5,2 2,0,» 
2,0,y 2,0, 2,0,  y,z,0 7,2,0 
y,2,0 y,2,0 y,0,2 y,0,2 y, 0,2 
y,0,2 0,2,v 0,2, 0,2,y 0,2,y 
22390 2,5,0 2,y,0 2,5,0 
1 - a - 

m. m2 gy F» Ly las 
yl ysi ply yl. 
E VES 2 »y pd 

m. m2 0,y.y 0,y,y 0,y, y 0,y,y 099 
4907 y,0,y y,0,y y, y,0 y,y,0 
ysy,0 ΣΙ 

2.mm xod I "a "E 
bie bbs bel bel 
αν ld 2,1, AI L3 x 

3m XXX — X,X,X Xxx XR Š 
ΧΧΧ EXX XXX — X,x,x 

4m,m x,0,0 2,0,0 0,x,0 0,7,0 
0,0,x 0,0,7 

1 1 3 1 1 1 

mmm 0,—,—  0,—,— —,0,— 

. $ 4 , 4 3, 4 3 4 47 3 4 
1 3 1 1 3 1 
——,0,—— | .—.—.0 二 二 0 
4 3 3 4 4 , 4 , 4 , 4 bd 
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8 c | 43m 

4 b mm 

4 a m3m 
Fd3m OI m3m 


0,0,0 
Cubic 


Νο, 227 F4,/d32/m 


ORIGIN CHOICE 1 


Positions 
Multiplicity, 


Wyckoff letter. 
Site symmetry 


192 i1 1 


288 


from 


(0,0,0) 


Origin at 43m, at ad. 


centre (3m) 


Coordinates 


ado ud 
8' 8' 8 


1 1 
+ (sLhie 


(epe (ios 


(1) 


X, y 2 


& 4L 
2 


y+— 


(2) 


otl (4) 


LAE (12) 


ΣΙ 


N R 
+ + 
tje wje wje nje 
ET τι 
i NI 
n 十 
vje nje 


NI 
十 
ES 
+ 
< 


` 
+ 
N 
T 
[| mfe 
Ἂι 


"el 
n 
T 

nje 
x 
+ 

ko |= 


-+ [e -ls os ἰ 3 ους md οἰ τα + -+ m+ τη οσο] 
十 十 十 十 十 十 + + + + + + + + + 


IN N N [ο > > > iË " x "n IN IN N N 
ο a * ο * A Lal - La - A A - ο - 
-+ οὐ | ol mj os cj τς os os ης ποπ ws τή 
十 + + + + + + + + + + + + + + 
τῆς 8 x N N IN IN > m > m > a a > 
- ο A ο A 9. . a h A 9. - ο A ο ο. 
=+ os os ej os vs |] ms os os ol τή n] ον οι 
+ + + 十 十 十 + + + + + + + + + 
> > = 5 "κ I E N N IN IN ie X R R 
ων -Ν ~ ^^ ~ ~ ~ ^^ ~ Len "^ ~ ον) ^^ ~ 
< ιω e 上 -~ oo Cn ce τ N e - LO e t- oo 
-m c = un τ- - ca e N e eq N N δα N 
` ` ` - hod ` ` hod ` ` ` ` bd x `x 
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(29) Pel i.e 
(30) z+ ty εδ 
(31) ο 3g. 3 
(32) 26d +y + 

(33) σαι 
(34) ?十 二 ,+ 二 + 二 
(35) ο, 


(41) οσο. (42) 
(43) x,2,y (44) x 
(45) ¿++ (46) 
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X,X,2 


96 


291 


f 


48 


ETETEA 


32 


292 


erai. Pei. 

κά πε PPS Bii BbPBbl 

- 7 
"oo bbi Rd BB Bid 
_ 1 1 1 
8 b dm PPT PPF) 
8 a 43m 0,0,0 LIS 
Im3m O? m3m Cubic 
No, 229 I4/m32/m 

Origin at centre (m3m) 

Positions 

Multip! icity, Coordinates 

Wyckoff letter, (0,0,0) + (1.1.1). 

Site? symmetry 2 2 2 

96 ] 1 C1) xy, 2 (2) X,y,z (3) E,y,2 
(40 8.9, (5) 2,x,y (6) 23,7 
(7) Z,X,» (8) 2,x,95 (9) y,2z,x 
(10 »,2,* (ll) y,2,% (12) y,z,x 
(13) y,x,z2 (14) 2392 (15) y,€,2 
(16) »,x,2 (17) x,2,y (18) %,2,y 
(19) 2,2»; (20) x,Z,y (21) z,y,X 
(22) 2,95,x (23) Z,y,x (24) Z,y,* 
(25) 2,7,7 (28) x,y,2 (27) x,y,2 
(28) ἄν (29) z,X,9 (30) Z,xyy 
(31) z,x,y | (32) 2,X,y . (33) 5.23 
(34) y,Z,x (35) y,z,x (36) y,2,& 
(37) 9,%,2 (38 y,x,z2 (39) y,x,2 
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48 


48 


48 
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(40) y, X,Z (41) ΠΕΙΣ, (42) x,2,y 
(48) x,z,y (44) E,z,y (45) Z,y,x 
(46) Ζ»γ»ξ (47) z,y,9 (48) z,y,X 
X,X,2 K ËZ — X,X,2 ἄν ΖΧ 
Z,Ž, | Z,E,x ZX, XZ% E,2,X 
αντι FZX  X,X,2  X,X,2 —x,X.R 
Eex,2 Xx — E,Z, X Ü Z — X,Z,X 
2,X,X Σον Z xx — Z,X,X 
0,y,2 0,y,2 092 0,»,2  2,0,y 
z,0,y  2,0,y 2,0,9  y,z,0 y,2,0 
9290 320 y,0,2 50,2 3202 
50,2 0,2,7 0,2,» 0,2,» 0,2, 
z,y,0 35, z,y,0  2,y,0 
1 _ , 1 - 
ΤΣ $5,543 iwi 
1. 1 ~ Í 1 3 
二 ,7y 十 二 了 + 二 一 y 
4 2 y 2'*47* Itag? 
1 3 1 1 I .-.-1 1 
二 一 ,一 十 一 ,一 =,= 
Y 2" 4 y 2 4 Τη 
= 1 3 , 1 3 1 1 
十 一 ,一 +—,— 一 ,一 
ys) 2'4 uS 2'4 yt 
3 ~ 1 1 1 1 1 
y,.yT— = 十 -二 = = 
17 ν 2 41 2 4t 2 
3 πι 1 . 1 
ΡΣ 少 十 L2 vel, 
11 - - 
Itz pel vl 
1 - zz 
exti b gulli wy 
0, y, y 0,y,y 0,y,y yy y,0,y 


24 


16 


12 


12 


y, 0,y 5,0,v y,0,y yy, 0 y,y,0 


mm2.. 3,0, 2,0,4- I, 180 
0, 1,x 015 oxi ol 
"y? 3 2 9 3 , 多 ”多 2 
z z 1 
Xx,—,0 $,1.,0 1,95 λα 
3m X,X,xX — X,X,x XË X,X,2 
XX K BRE — x,X,X — X,X,X 
4m,m x,0,0  x,0,0 0,x,0 0,x,0 
0,0,x 0.0». 
一 1 
4m,2 1,04 3,0, Lio 
1 3 
iie eb opi 
cp dobob 403 3 8 53 $9 s 
4'4'4 4'4'4 4'4'4 4474 
4/mm,m »i, ; lol 1,1, 
mam 0,0,0 
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附录 J 11 对 对 形 空 间 群 


这 里 ， 用 国际 符号 和 熊 夫 利 符号 列 出 了 11 对 左右 对 形 的 空间 
群 (当然 。 这 些 空间 群 都 不 可 能 售 有 镜面 ). 


P3, P3, Ci Ci 
P4, P4, Ci Ci 
P6, P6, C2 C? 
P6; P6, C1 Cj 
P3,12 P3,12 D: Di 
P3,21 P3,21 D: D$ 
P4,22 P4,22 Di Di 
P4,2,2 P4,2,2 D: Di 
P6,22 P6,22 Di D: 
P6,22 P6,22 D; D 
P4,32 P4,32 ου ΩΓ 


[22a ΤΕ RE 


<S = 
LEA eret 


— 


“ΡΤ 


-CAKE yP ERLID ποια (ΕΕ) xou 1 OX S Ibl) nei t CF 9) puouerp 
t Qe NO dou LTN LEYO RYA (πάει ος SC e EE ΘΗΗ "ΕΕ ΒΑΡΗΣ PEOR GERIT 


Y] oN PW ug sq 了 3d πο uv "d dN n νά πα, 
99"9 99°9 69"9 29°9 S9'c 01” 82 9 ovav ` 
og°g| srs] 798| 9S'E| 898 | δ6 | 098 t9'E| 8S"Y 一 | sse) 29 8| 9rs 
όση 23] όση doy doq dəq doy doq 524 xeq xeg 991 τες 5s -— 
"1 αλ "Ll k: 9H £d SL P5 τ] πο] πὰ ΡΝ τᾷ 30 99} 
一 ον eA 14 
zo's Sro*g 
359 394 
ναι WS 5 
εί (10 | sereg 65 "9 80°9 | s8s's 
991 [xo[duioo xəq | qug: |pgourerp| 991 223 
X» ?X I 91, 4S | emus JS | 3s 4Ἡ 
p9ss | (z 3p 899 "9 89"9 | Se2'G 
23; [xs]dmo» xeq | quiog1 |puouerp 99} 55η 
yr DM 18 5 sy ?D | MS M 
Ic's 
Tes | (510) oers | sov | METERS tze] szz'r 
551 jxe[duroo|xo]dmo» xajduroo|puourerp 991}. τμ ορ γραμ dog 331 
xcv D S d 1S IV 3W | MS *N 
GN | 69'8 
99'S | 2Z99"8 16:51 T69 人 
arqu? |jpuomerp quogr dəq 954 
MOZ N ο 8 95 
Tu 3 
zr9 
548 
doq 
Mr (H 


Aay EAT TEM 


"E 


附录 M 75 种 晶体 学 棒 群 


表 中 带 星 号 的 22 种 是 在 带 群 中 也 有 的 ， 并 且 取 棒 轴 为 第 三 特 
征 方向 。 序 号 为 23 到 75 的 ， 棒 轴 取 为 第 一 特征 方向 。 括 号 联系 的 


是 互 为 对 形 的 棒 群 。 
75 ΕΡΕ 

序号 | 棒 群 符号 | 序号 | 棒 群 符号 | 序号 | 棒 群 符号 | 序号 | 棒 群 符号 
1* | pi 20*| bccm — | 39 | p4/mcc | 58 | p6, 

2* | pi 21*| pcmm | 40 | p4,/mmc| 59 | pg 

3* ! p112 22* pmmm | 4] | p4á/ mmm | 60 p622 
4* | p211 23 | p4 , 42 | p3 61 p6122 } 
5* | p112, 24 | p4, 43 | p3, 62 | p6s22 | 
6* | pllm 25 | p, | | 44 | p3， | 63 | p6,22 
7* | pmil 26 | p4, | 45 | p3 64 | p6,22 } 
8* ] pc11 27 | pa 46 | p32 | 65 | p6,22 
9* | pll2/m | 28 | p422 47 | p312 66 | pë2m 
10* | p2/mll | 29 | p4,22 | | 48 | p3,2 | | 67 | ρό2ο 
11* | p112,/m| 30 | p4,22 49 | p3c 68 | p6/m 
12* | p2/cl1 31 | p4,22 50 | p3m 69 | p6,/m 
13* | p222 || 32 | pd2m | 51 p3c 70 | p6cc 
14* | p222, | 33 | p42c | 52 | p3m 71 | p6,mc 
15* | pmm2 | 34 | p4/m 53 | p6 72 | p6mm 
16* | p2mm | 35 | p4,/m | 54 | pô, 73 | p6/mcc 
17* | pcc2 36 | pámm 55 | pôs | 74 | p6,/mmc 
18* | pmc2, 37 | p4cc | 56 | p6, 75 | p6/mmm 
19* | p2em 38 | p4,mc | 57 | p6, | 
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附录 N 


80 种 晶体 学 层 群 
80 种 晶体 学 层 群 图 示 
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80 种 晶体 学 层 群 图 示 〈 续 ) 
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按 岛 系 和 点 群 分 类 列 出 的 80 种 层 群 


8o X É Am m x B A 
1 pi på 
i pi 4 b4 
112 p112 4/m pA/ msp4/n 
lim plim;plia 422 p4223 p42,2 
112/m  pll2/m;pll2/a Amt pámm;p4bm 
42m pá2m;p42,m 
p4m2;p4b2 
4/mmm .— p4/mmm;p4/nbm 
pA/ mbm;p4/nmm 
长 FZ M 系 六 Σ BE 系 
121 pi21;pl21,c121 3 p3 
mil pmll;pbll;cmll 3 P3 
12/ml  p12/ml;p2,/mll 32 p312;p321 
ci2/ml;pi2/al 3m p3ml;p3lm 
p12,/al 3m p3lm;pàiml 
222 p2225p2,22; p9 
p2:2125c222 6 p6 
mm2 pmm2;pma2; 6/m p6/m 
pba2,cmm2 622 p622 
m2m pm2m;pm2,b; 6mm p6mm 
pb2,mspm2a; 6m2 póm2,p62m 
pm2,nipb2b,pb2,a; | 6/mmm — p6/mmm 
pb2nycm2m,cm2a 
mmm — pbmmm,pmma; 
pmam;pmmn; 
pbam;pmaa; pbmn; 
pmab ,pbab; pban; 
cmmm;cmma 
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wk O 31 种 二 维 二 色 点 群 


31 种 二 维 二 色 点 改 图 示 


ERN 灰色 点 群 | mñ AB 


ud 
I 2 


E 


31 种 二 维 二 色 点 群 图 示 〈 续 ) 
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附录 P 122 种 三 维 二 色 点 群 


122 种 三 维 二 色 点 群 表 


| 
品系 | 单 色 点 群 | 灰色 点 群 | = B A EH 
1 | 11 
= zx: | 
=A oq ow jr 
2 | z^ x 
单 斜 m | ml’ | γη 
| 
2/m 2/m | 2/m!,z'/m,2' | πι’ 
222 | 3391’ XX? 
正 交 | mm2 mm217 ' m/m! 2, m! m2! 
1 
mmm | mmml’ i m m! m mmm sm m” m 
| 
4 41’ | 4’ - 
4 41 14 
422 4221’ | 42! 2! ,4/ 22/ 
四 方 4/m 4/ml’ | d/m’ ,4' / m! , 4’ /m 
imm 4mml/ | Am! πι , 4! mm’ 
42m 42ml/ | 427 πι’ ,4' 2m' ,4' m2! 
4/mmm | 4/ mmml1' | A/ m' m m! ,4/m mm,4' / mmm, 
4’ / m' m! m,4/ mm πι’ 
3 317 
32 321^ 32^ 
三 方 3m 3ml’ 3m' 
3 ελ, 3/ 
3m 3ml' | 3m' ,3' m ,3' m 
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122 种 三 维 二 色 点 群 (HO 


晶 系 单 色 点 群 灰色 点 群 


| 

| | Y, 
| 6 61 6 

6 61’ | 6’ 
| 6m2 61321 | 6m’ 2’ ,6/ m2/ 6’ πι 2 

AG; 622 6221’ | 63’ 3’ ,6/ 2/ 2, 

| O/m | 6/ml' | 6/m' ,6’ /m! 6’ /m 
| 6mm ! Ommi’ | 6m' m' ,6’ m' m 


6/mmm | 6/mmml/| 6/mmm' ,6 / m' m m,6/m' m' m' , 
6 /m' mm,6/ mm m” 


! 


23 | 231 | 
m3 | πο] | πρ 
43m | 43ml/ ! d'3m/ 
432 4321” | 4/ 82’ 
mèm m3ml/ | m 3m ,m' 3m, m3m 


—Taarnarraaar asr cp、 
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色 布 喇 菲 点 阵 


— 
— 


Q 36 种 三 维 


附录 


Li EAIIELICILDECM 


附录 R 1651 种 三 维 二 色 空间 群 


ETE 15. C2! 40. C.c 
C, 1662 41,C,c 
1)1, P1 17,C,2 ς,, 
2.PY C, 10)42, P2/m 
3.P,1 6)18.Pm 43, P2/mV 
C, 19, Pm 44, P2! /m 
24, P1 20, Pm' 45, P2/m' 
5. Pil 21.P,m 16. P2! /m' 
6, P1' 22,P,m 47, P,2/m 
ΤΡ. 28. Pm 48, P,2/m 
“μα ER AR 7)24, P. 49, P .2/m 
C, 25. Pcl’ 11550, P2, /m 
3)1,P2 26. Ρε’ 51, P2, /mY 
2, P217 27.P.c 52. P2 /m 
3. PX 28, P,c 53, P2, /m' 
4. P,2 29. P,c 54, P2: /m* 
5, P,2 30, Pec 55. P,2,/m ` 
6.P,2 31.P,c 56, P,2, /m 
47. P2, 32, Cm 57.P.2,/m - 
g P2 1 33.Cm1’ 12)58, C2/m 
9. P2; 34. Cm/ 59. C2/ml' 
10.52, |. 85,C,m 60, C2/ /m 
11 2,2, 36,C,m 61,C2/m' 
12. P.2, 9)37,Cc 62. C?2/ /m' 
5)13,C2 38, Cc1/ 63.C,2/m 
14 C217 39, Cc" 64,C,2/m 
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13)65, P2/c 
66. P2/c1! 
67, P2' /ο 
688, P2/c' 
69, P2! /ο’ 
70. P,2/c 
71, P,2/c 
72, P .2/c 
78. P,2/c 
TA, P.2/c 

14)75, P2, /c 
76. P2,/ c1 
T1, P2:/c 
78,P2,/c'! 
79, Ρ2:/ο’ 
80, P,2,/c 
81,P,2i1/c 
82, P2, /c 
83. P,21/c 
84. P.2, /c 

16)85.C2/c 
86.C2/ci/ 
87,Ο2’}ο 
88,C2/c' 
89,62’ /c' 
90.C.,2/c 
91,C,2/c 

正 交 晶体 

D, 
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16)1,P222 
2. P2221 
3.P2' 2/2 
4, P,222 
5. P222 
6, P,222 
17)7, P222, 
8 P222,1' 
9,59’ 2/2, 
10,P22/ 2 
11, P,222, 
12, P,222, 
13, P ,222, 
14. P222, 
15, P,222, 
18)16, P2,2,2 
17, P2,2,21/ 
18,P2:2/2 
19, P2,22' 
20.P,2,2,2 
21,P,2,2,2 
22. P,2,2,2 
23. P.2,2,2 
24. P,2,2,2 
19)25,72,2,2, 
26, P2,2,2,1/ 
27. P2/2:2, 
28.P,2,2,2, 
29. P.2,2,2, 


30, P ,2,2,2, 
20)31,C222, 
32.C222,1/ 
33,C2/ 2^2, 
34,C22/2; 
35.C .222， 
36,C,222, 
37.C,222, 
21)38,C222 
39.C2221/ 
40.C2'2/2 
41,C22/ 2! 
42.C ,222 
43. C 222 
44,C ,222 
22)45,F222 
46, F2221' 
AT,F2/ 2/2 
48, F ,222 
23)49,1222 
50.12221' 
51,12/2/2 
52.1,222 
24)53,12,2,2, 
54,12,2,2,1/ 
55,12:2:2, 
56,1,2,2,2, 
C;, 
25)57, Pmm2 


58, Pmm21^ 
59. Pm! m?’ 
60, Ρπι πι’ 2 
61, P,mm2 
62, P,mm2 
63, P. mm2 
64, P ,mm2 
65, P ,mm2 
26)66, Pmc2, 
67, Pmc2,1' 
68, Pm' c2; 
69. Pmc' 2: 
70, Pm' ο’ δι 
71,P,mc2, 
Τὸ. P,mc2, 
73, P,mc2, 
74, P ,mc2, 
75, P ,mc2, 
76, P.mc2, 
171,P ,mc2, 
27 )78, Pcc2 
79 .Pcc21' 
80. Pc'c2 
81, Pc'c'2 
82, P.cc2 
83,P.cc2 
84, Ρεοο2 
85, P cc? 
86, P,cc2 


28)87, Pma2 


88, Pma21' 
89, Pm' α2’ 
90, Pma' 2’ 
91 Pm'a'2 
92, P,ma2 
93. P,ma2 
94. P,ma2 
95, P,mo2 
96, P ,ma2 
97. Pema2 
98, P ,ma2 


29)99, Pca2, 


100, Pca2,1^ 
101, Pc' a2; 
102, Pca’ 2; 
103, Ρο’ a' 2, 
104, P,ca2, 
105, P,ca2, 
106, P,ca2, 
107, P,ca2, 
108, P,ca2, 
109. P,ca2, 
110, P,ca2, 


30)111, Pnc2 


112, Pnc21' 
113, Pn” c2/ 
114, Pno’ 2/ 
115, Pn' ο’ 2 


116, P,nc2 
117, P,nc2 
118, P nc2 
119. P. ,nc2 
120. P ,nc2 
121. P.nc2 
122. P ,nc2 


311283 Pmn2, 


124. Pmn2,1^ 
125. Pm! n2' 
126. Pmn’ 2; 
127. Pm' n! 2, 
128. P mn2, 
129. p, mn2, 
130. P mg2, 
131, P,mn2, 
132. P ,mn2, 
133 P.mn2, 
134. P ΠΠ. 


32)135 Pba2 


136. Pba21/ 
137. Pb' αρ’ 
138, Pp' a^ 2 
139. P,ba2 
140. P,ba2 
141, P,ba2 
142, P ,ba2 
143, P ,ba2 


33)144, Pna2, 
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145, Pna2,1/ 
146, Pn' a2; 
147, Ρπα’ 2; 
148, Pn' a'2, 
149, P.na2, 
150, P,na2, 
151, P,na2, 
152, P ,na2, 
153, P,na2, 
154, P,na2, 
155, P.na2, 
34)156, Pnn2 
157, Pnn21^ 
158, Επ’ n?’ 
159 Pn'n'2 
160. P nn2 
161, P. nn2 
162, P ,nn2 
163, P .nn2 
164, P ,nn2 
35)165, Cmm? 
166,Cmm21/ 
167,Οπι’ m2! 
168, Cm^m'2 
169 C .mm2 
170, C, mm2 
171,C mm2 
36)172, Cmc2, 
173, Cmc2,1^ 
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174, Cm' c2; 
175, Cmc' 2; 
176, Cm' c'2, 
177, C,mc2, 
178, C, mc2, 
179, C ,mc2, 


37)180,Ccc2 


181, Ccc21^ 
182. Cc' c2! 
183, Cc' ο’ 2 
184, C,cc2 
185, C,cc2 
186,6 ,cc2 


382187 , 4mm? 


188, Amm21’ 
189, Am! m2' 
190, Amm’ 2/ 
191, 4m' πι’ 2 
192, 4, mm2 
193, 4, mm2 
194, 4. mm2 


395195, 4b m2 


196, 45m21' 
197 , 49 m2’ 
198, Abm’ 2’ 
199. 45^ m’ 2 
200,4.bm2 
201,.4.hm2 
202, A bm2 


40)203, Ame? 


204, Ama21' 
205, Am’ a2! 
206, Ama’ 2’ 
207 ,.4m' a 2 
208,.4,ma2 
209,4, ma2 
210,4 ma2 


41)211,.4ba2 


212, Aba21’ 
213,.Ab a2' 
214, Aba’ 2 
215,.4b' a^ 2 
216, 4, ba2 
217,4, ba2 
218,4, ba2 


42)219. Fmm2 


220, F mm21/ 
221, Επι’ m2' 
222. Fm'm'2 
223, F ,mm2 


43)224,Fdd2 


225. Fdd21' 
226 ΓΙ’ q2' 
227 .Fd' d! 2 
228, F ,dd2 


44)229,. Imm2 


230, Imm2V 
231. Im’ m2’ 


232, Im! πι’ 2 
233,1 ,mm2 
234,1 ,mm2 
43235, Iba? 
236, I5a21/ 
237 , Ib! αϑ’ 
238, Ib/ α’ 2 
` 239,1, ba2 
240.1 .Da2 
46)241,Ima2 
242, [πια21 
243, Im” α2’ 
244, Ima' 2! 
945. Im' α’ 2 
246.1 ma2 
247,I ,ma2 
248, I ,ma2 
Dan 
47 )249, Pnmm 
250. Pmmm1' 
251, Pm' mm 
7 252,Pm'm'm 
253, Pm! m' m! 
254, P, mmm 
255, P. mmm 
256, P mmm 
48)257 , Pnnn 
258, Pnnnl’ 
259. Ρη’ nn 


260, Pn'n'/n 
261,Pn'/n'n'! 
262, P ,nnn 
263. P cnnn 
264, P nnn 


49)265, Pccm 


266. Pccm]1' 
267. Pe’ cm 
268, Pccm' 
269. Ρο’ c'm 
270, Ρο’ cm! 
271, Ρο’ ο΄ πη’ 
272, P,ccm 
273, P,ccm 
274. P acem 
275, P.,ccm 
276. P ,ccm 


505277, Pban 


278, Pbanl’ 
279. Pb' an 
280, Pban' 
281, Pb' α΄ n 
282. Pb! ση’ 
283, Pba’ n’ 
284, P „ban 
285, P, ban 
286. P ban 
287, P. ban 
288, P ,ban 


51)289, Pmma 


290, Pmmal’ 
291, Pm' ma 
292, Pmm'/a 
293. Pmma' 
294, Pm' m'a 
295, Pmm’ a^ 
296, Ρπι’ πια’ 
297. Pm! m' a^ 
298, P,mma 
299. P, mma 
300. P, mma 
301. Pamma 
302. P mma 
303, P mma 
304. P, mma 


52)305, Pnna 


306. Pnnal' 
307 , Pn' na 
308, Pnn'a 
309. Pnna' 
310, Pn’ n'a 
311, Pnn' αἱ 
312, Pn! πα’ 
313, Ρπ' n'a 
314 P nna 
315, P,nno 
316, P, nna 
317, P anna 
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318, P ,nna 
319, Penna 
320, P ,nna 


53)321, Pmna 


322, Pmnal’ 
323, Pm' na 
324, Pmn' a 
325, Pmna' 


320, Pm'n'a 


327, Pmn' a! 
328, Pm' na' 


329, Pm' n' a! 


330, P. mna 
331, P,mna 
332, P, mna 
333, P ,mna 
334, P ,mna 
835, P amna 
336, P mna 


545337. Ρόσα 


338, PccaY 
339, Pc' ca 
340, Pcc'a 
341. Pcca' 
342, Pc' c'a 
343, Pcc' a 
344 Ρο’ ca! 


345, Ρο)’ a! 


846. P,cca 
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347, P,cca 
348, P, cca 
349. P cca 
350, P,cca 
351, P.cca 
352, P ,cca 


55)353, Pbam 


354, Pbami1' 
355, Pb! am 
356, Pbam' 
357. Pb'a^m 
358, Pb” am! 


359. Pb/ a^ m' 


360. P. bam 
361, P. bam 
362. P bam 
363, P.bam 
364, P , bam 


56)365,. Pccn 


366, Peeni’ 
367, Pc' cn 
368, Pccn' 
369. Pc' c'n 
370, Pc! cn' 
371, Ρο’ c! n' 
372, P ,ccn 
373, P,.ccn 
374, P cen 
375, Pecen 


376. P ,ccn 
57)377, Pbem 
378, Pbcm1' 
379, Pb’ cm 
380, Pbc' m 
381, Pbcm' 
382, Pb! ο’ m 
383 .Pbc m’ 
384, Pb/ cm’ 
385. Pb’ ο’ πι’ 
386, P. bom 
387. P ,bcm 
388, P bcm 
389, P ,bcm 
390. P bem 
391, P. bcm 
392, P,bcm 
58)393, Pnnm 
394, Pnnm1' 
395. Pn' nm 
396, Pnnm' 
397. Pn'n'm 
398. Pnn’ m* 
399. Pn'n' m 
400, P ,nnm 
401, P , nnm 
402, P ,nnm 
403, P .nnm 
404, P ,nnm 


593405. Pmmn 


406, Ρπιπεπ1’ 
407, Pm! mn 
408, Pmmn' 
409, Pm! m^n 
410, Pmm' n! 
411, Pm! πι’ η’ 
412, P „mmn 
413, P, mmn 
414, P,mmn 
415, P, mmn 
416, P ,mmn 


60)417, Pbcn 


418, Pbcn1' 
419, PL cn 
420, Pbc'n 
421, Pher’ 
422. Pb' c'n 
423. Pbc' n’ 
424, Pb” ση’ 
425. Pb! c! n 
426. P „ben 
427, P, bcn 
428, P. bcn 
429. Paben 
430, P ben 
431, P. bcn 
432, P ,bcn 


615433, Pbca 


434, Fbcal’ 
435, Pb! ca 
496. Pb! c'a 
437, ΡΒ’ ο’ a? 
438. P „bca 
439, P ¿bca 
440, P ,bca 


62)441, Pnma 


442, Pamal’ 
443, Pn! ma 
444. Pnm' a 
445, Pnma' 
446, Pn’m’a 
447 , Pnm' a! 
448. Pa! πια’ 
449. Pa! πι’ a! 
450, P ,nma 
451. P,nma 
452. P,nma 
453. P anma 
454, P nma 
455, P .nma 
456, P ,nma 


63)457, Cmcm 


458, Cmem1^ 
459. Cm' cm 
460, Cmc! m 
461, Cmcm? 
462, Cm'c' m 


463, Cmc! m 
464. πι) οτι!’ 
465, Cm/ ο’ πι’ 
466, C , mcm 
467. C , mcm 
468, C , mcm 


64)469, Cmca 


470, Cmcal^ 
4A71,Cm' ca 
472, Cmc'a 
473, Cmca’ 
A74, Cm'c'a 
475, Cmc' a! 
476, Cm' ca” 
477,Cm ο’ a? 
478, C, mca 
479,6 ,mca 
480, C ,mca 


65)481, Cmmm 


482, Cmmm1^ 
483, Cm! mm 

484, Cmmm' 

485, Cm' πε’ m 
486, Cmm! m! 
487, Cm'm'm! 
488, C, mmm 
489, C , mmm 
490, C mmm 


66)491, Cccm 
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492, Ccem1^ 
493. Cc' cm 
494, Cccm' 
495, Cc'c'm 
496. Ccc' πι’ 
497 Cc! c^ m' 
498, C , ccm 
499. C, ccm 
500. C,ccm 
07 )501, Cmma 
502. Cmmal' 
503, Cm' ma 
504, Cmma' 
505.Cm' m'a 
506. Cmm" a’ 
507, Cm' m! a' 
508. C , mma 
509, C, mma 
510, C,mma 
68)511,Ccca 
512, Ccca1' 
519 Cc' ca 
514, Ccca'/ 
515.Cc'c'a 
516, Ccc' a? 
517, Cc' c'a’ 
518. C, cca 
519, C,cca 
520, C ,cca 
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695521, F mmm 


522.F mmm1' 
523, m” mm 
524, πα m! m 
525. "m! m' m! 
526, FP ,mmm 


70)527 , Fddd 


528 ,F'ddd' 
529, F'd' dd 
530, Fd' d' d 
531, ΓΩ’ d' d' 
532, F ,ddd 


713533, Immm 


534. ÍImmm]1'. 
535, πι) mm' 
536, [πι' m^ m 
537, Im' πι’ πι’ 


538,4, mmm 


72)539, Ibam 


540, Tbam1’ 
541, Ib am 
542, Ibam’ 
543, Ρ’ a^ m 
544, Iba' τι’ 
545, Ib' α’ πι’ 
546,1, bam 
547, 1, bam 


73)548,Ibca 


549, Ibcal' 


550. b’ ca 
551. 16’ σία 
552. Ib' c' a^ 
553. 7, bca 


74)554, Imma 


555, Imma]' 
556, Im' ma 
557, Imma' 
558, Íim'm'a 
559. Imm' a! 
560, [πι’ πι’ α΄ 
561,7, mma 
562.1 ,mma 


四 方 晶 系 


C, 


75), P4 


2, P41' 
3. P4' 
A,P,4 
5. P.4 
6.P,4 


76)7 P4, 


8, P4,1^ 
9. P4, 

10, P.4, 
11, P4, 
12, P,4, 


77)13, P4, 


14. P4, 1^ 


15. P4; 
16, P, 4, 
17,P,4, 
18. P4, 
78)19. P4, 
20, P4,1 
21. P4", 
22. P,4, 
23. P4, 
24. P ,4, 
7925.14 
26,141’ 
27. 14' 
28.1.4 
80)29.14, 
80.141’ 
31,14; 
32.1.4, 
S, 
81)33, P4 
34. Ρ41’ 
35, Pa’ 
36.P.4 
37. Pc4 
38. P, 
82)39. 13 
40.141’ 
41. T 
432,11 


C,, 


83)43, P4/ m 


44, Ρ4}πι1’ 
45, P4' /m 
46, PA/m' 
47, P4' /m' 
48, P, 4/m 
49, Pc4/m 
50, P, 4/m 


84)51, P4, /m 
52, P4, /m1' 


53. P4;/m 

54, P4,/m' 
55. P4,/m' 
56, P, 4, /m 
57, P.4,/m 
58, P, 4,/m 


85559. P4/n 


60. P4/n1^ 
61, P4' /n 
62, P4/v' 
63, P4' /n' 
64, P, 4/1 
65, P.4/n 
66, P ,4/n 


86567, P4, /n 


68, P4, /nt 
69. P4'/n 
70, PA, /n' 


71, P4 nl 
12, P A,/n 
73. PL 4, fn 
7A. P , 4, /n 


87)75, I4/m 


76, I4 / m1 
ΤΊ, I4! /m 
78, I4/m' 


. T9, I4" /m' 


80,1, 4/m 


88)81,14,/a 


82,14, /a1/ 

83,14'/a 

84,14, /a' 

85.141/α’ 

86.7.4:/a 
D, 


89)87, P422 


88, P4221. 
89. P4' 224 
90, P42 2’ 
91, P4' 2/2 
92.P,422 
93. P.422 

94. P ,422 


90)95, P42,2/ 


96, P42,21' 
97. P4' 2,2! 
98, P42:2/ 
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99. Ρ4’ 2/2 
100, P, 42,2 
101, P,42,2 
102, P ,42,2 


915103, P4,22 


104, P4,221 
105, P422 

106, P4,2/ 2 
107, P42^2 

108, P, 4,22 
109, P.4,22 
110, P ,4,22 


92)111, P4,2,2 
112, P4,2,21 


118, P4 2,2/ 
114, P4,2.2/ 
115, P422 
116, P, 4,2,2 
117, P,4,2,2 
118, P,4,2,2 


93)119, P4,22 


120, P4,221' 
121, P4.22 
122, P4,2! X 
123, P4,2/ 2 
124, P, 4,22 
125, P 4,22 
126, P 4,22 


94)127, P4,2,2 
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128, P4,2,21' 


129, P472, 2' 
130, P4,2 2/ 
131, P422 
132, P, 4,2,2 
133, P,4,2,2 
134, F ,4,2,2 


95)135, P4,22 


136, P4,221' 
137, P4322’ 
138, P4,2' 2” 
139. P4,2/2 
140, P, 4,22 
141, P,4,22 
142, P 4,22 


96)143, P4,2,2 


144, P4,2, 2 
145, P4^,2, 2 
146, P4,2:2/ 
147, P432.2 
148, P, 4,2,2 
149, P,4,2,2 


150, P,4,2,2 
97)151,1422 


152, 14221' 
153, 14' 22' 
154,142! 27 
185, 14/ 2/2 
156,1, 422 


98)157,14,22 


158,14,221/ 

159, 14/22/ 

160, 14,2/ 2/ 

161,14,2/ 2 

162, 1,4,22 
C,, 


99)163, P4mm 


164, PAmm1" 
165,P4/m'm 
166, P4' mm" 
167, Ρ4πι’ m’ 
168, P, 4mm 
169, P. Amm 
170, P ,. Amm 


100)171, P4bm 


172, Pdbm1’ 
173. P4' b^ m 
174, Ρ4’ bm 
175. P4b! πι’ 
176, Β, 4bm 
177, P. Abm 
178, P, 45m 


101)179, P4,cm 


180, P4,cm1^ 
181, P4 c' m 
182, P4 cm 
183, P4,c' πι’ 
184, P,4,cm 


185.P.4,cm 
186, P,4,cm 
102)187, P4,nm 
188, P4,nml 
189. Pi nf m 
190, P4 nm' 
191, P4,n/ m 
192, P, 4,nm 
193, Pc4,nm 
194, P, 4,nm 
1035195, P4cc 
196, P4cc1^ 
197, P4' c'c 
198, P4' ος’ 
199, Pdc’ ο’ 
200. P, 4cc 
201, P,4cc 
202, P ,4cc 
1045203, P4nc 
204, PAncY 
205.P4'n'c 
206, P4' πο’ 
207. PAn' ο’ 
208. P, Anc 
Z02,P.4ac 
210. P , 4nc 
10552211, P4,mc 
212, PA, mc 
213, P4m'c 


214, PA mc! 
215, P4,m' ο’ 
216, P, 4,mc 
217, Pc4,mc 
218, P, 4,mc 
1065219, P4,bc 
220, P4,bc1' 
221. PA4jb'c 
222. PA)bc' 
933. P4, b ο’ 
224. P, A,bc 
225, PA, bc 
226. P ,4,bc 
107)227 .I4mm 
228, [4mm1' 
229, [4’ πι’ m 
230. [4’ mm! 
231,14m’ πι’ 
232.7 ,4mm 
108)233. 14cm 
234, JAcm1' 
235. [4/ c^ m 
236.14" cm” 
29740’ πι! 
238, I,4cm 
:109)239. 14, md 
240.14 mdi’ 
241 TA im d 
242. [4!πια’ 


243, [4,m' d^ 
244, I md 
1102245, 74, cd 
946.14, cdi! 
2471470’ d 
248. [4 οα’ 
249. [4,c' d” 
250.1, 41 cd 
D,, 
111)251, Pj?m 
252. P 42m1' 
253, P4' 2m 
254. P4' 2m" 
255, P42^ m^ 
256, P, 42m 
257, P , 42m 
258, P , 42m 
112)259, P42c 
260, P42c1^ 
261,P3' 2/ c 
262, P4' 2c 
263. P32! ο’ 
264, P, 42c 
265, P.42c 
266. P ,42c 
113)267, Pi2,m 
268, P42,m1^ 
269, P4' 22m 
270, Ρ4’ 2,m' 
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271, Pa2‘m’ 
272, P, 42,m 
273. P ,42,m 
274, P, 42,m 
1145275, P42,c 
276. P42,c 
977. P3! 21ο 
278. P3! 2,c 
279. PIZo" 
280. Ράδιο 
281, P .42,c 
282. P ,42,c 
115)283, Pám2 
284, P4m21^ 
285. P4! πι’ 2 
286, P4' m?! 
287, P4m' 2’ 
288, P. 4m2 
289. P.4m2 
290, P ,4m2 
116)291. P4c2 
292. P3c21! 
293. P4' c'2 
294. P4' c2! 
295. Pac’ 2' 
296. P, 4c2 
.297. Ρ14σ2 
298, P ,4c2 
117 )299, P452 
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300. Páb21' 
301, Ρ1’ 5/2 
302, P4' b2' 
303, Ρ40’ 2’ 
304, Ρ 102 
305, Ρ ε105 
306, P ,452 


118)307, Pan2 


308. P4521" 
309, P3 n! 2 
310, PJ’ n2! 
311, Ρ4π' 27 
312. P, 4n2 
313, P. .4n2 
314. P, 4n2 


119)315, J4m2 


316, 14m21' 
317,14 m! 2 
318,14! m2! 
419. Tam’ 2’ 
320,1, 4πι2 


120)321,14c2 


322 13c21' 
323.14' c7 2 
324. I3! c! 
325. [1ς’ 37 
336, 1. ác? 


121)327, 122m 


328, 142m1' 


329. Ij'2/m 
330. 174'2m' 
331,142^m^' 
332,1, 42m 
129333. [224 
334.142d17 
335, [4’2/ἆ 
336, I3" 2d’ 
337 ,[42'd' 
338,7, 42d 
D,, 
123) 
339, PA/mmm 
340, P4/mmm1' 
341, P4/m'mm 
342, ΡΑ’ /mm' m 
343, P4' /mmm’ 
944, ΡΑ’ /m'm^m 
345, PA/mm' πι’ 
346, P4' /m' mm’ 
347, PA/m/ πι’ πι’ 
348, P, A/mmm 
349, P. A/mmm 
350, P ,4/mmm 
124)351, PA/mcc 
352, PA/mcc1' 
353. PA/m' cc 
—. 854, Ρ4’ /me’e 
355. P4' /πιοο’ 


356. P4' /m'c'c 385, Ped/nnc 
357. PA/mc' c' 386, P , 4/nnc 
358.P4'm'cc^ 127) 
359..P4/m'c'c' 9387, PA/mbm 
360, P. A/mcc 388, PA /mbm]1' 
361, P. A/mcc 389, PA/m' bm 
362, P,4/mec 390, Ρ4’ /mb' m 
125)363, P4 /nbm 391, Ρ4’ /mbm’ 
364, P4/nbml' — 392,P4' /m' δ’ m 
365, P4/n' bm 393, P4/mb' m' 
366, P4' /nb' m 394, P4' / m' bm 
867, Ρ4’ /nbm' 395. P4/m b! m 
368, P4' /n'b^m | 396, P, A/ mbm 
869, P4/nb/ m’ 397, P. A/mbm 
370, P4! /n' bm" — 398, P, 4/ mbrn 
371, P4/n' ὃ m^ 128)399, P4/mnc 
372, P. A/nbm 400, PA/mncl' 
373, P. A/nbm 401, P4/m' nc 
374. P, A/nbm 402, P4' / mn' c 
126)375, PA/nnc 403, P4' / mnc! 
376, PA /nnc1' 404, P4' /m'n' c 
377 , P4/n' nc 405, P4/mn' ο’ 
- 378, P4' /nn' c 406, Ρ4’ / m' πο’ 
379, P4' /nnc’ 407, PA/m! n! ο’ 
380, P4' /n^n^c 408. P, 4/mnc 
381, P4/nn c’ 409, P..4/mnc 
382, P4' /n' πο’ 410, P ,4/mnc 
383, P4/n'n'c/ 129) 
884, P, 4/nnc 411, P4nmm 


412, PA/nmmi' 
413, Ρ4/η’ mm 
414, Ρ4’ /nm' m 
415, Ρ4’ /nmm! 
416, P4' /n! m m. 
417 ,PA/nm' πο 
418, Ρ4’ /n! mm! 
419, PA/n' m! m! 
420, P, A/nmm 
421, P. A/nmm 
422, P jA/nmm . 
130)423, P4/ncc 
424, P4/nccll 
425, PA/n' cc 
426, P4' /nc' c 
427, P4' /ncc' 
428. P4' /n' ος’ 
429, P4/nc' ο’ 
430, P4' /n' cc! 
431, P4/n' c! c' 
432, P, 4/πος 
4833, P. 4/ncc 
434, P ,4/ncc 
131) . 
435, P4, /mmec 
436, P4, /mmc1^ 
437, P4, /m' mc 
438, P4;/ mm' c 
439, P4;/ mmc" 


321. 


440, P4)/m' m c 
441, P4, /mm' c! 
442, Ρ42}πι’ πιο’ 
443, P4, /m! m! ο’ 
444, P, 4, /mmc 
445, P. 4, / mmc 
446. P, 4, / mmc 
132) 
447, PA, /mcm 
448, P4, / mcm1' 
449. P4, /m' cm 
450, P4;/mc' m 
451, P4;/ mcm' 
452, P4;/ m c' m 
453, P4, / inc! m! 
454, P4,/ m" cm' 
455, P4, /m' c! πι’ 
456, P, 4, /mcm 
457 P. A, /mem 
458, P ,4,/mcm 
133)459, P4, /nbc 
460, P4, /nbc1' 
461, P4, /n' bc 
462, PA;/nb' c 
463, P4;/nbc'! 
464, P4;/n' b! c 
465, P4, /nb’ ο΄ 
466, P4;/n' be! 
467. P4, /n' δ’ ο’ 
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468.P..4, /nbc 
469, P..4, /nbc 
470, P ,4, /nbc 


134) 


A71, P4, /nnm 
472, P4 , /nnml’ 
473, P4, /n! nm 
ATA, PA, nn” m 
475, PA; /nnm' 
476, P4;/n' n' m 
477. P4, nn” m 
478, P4;/n' nm’ 


479, P4, /n' n! πι’ 


480, P,4, /nnm 
481, P4, /nnm 
482, P ,4, /nnm 


135) 


483, P4, /mbc 
484, PA, /mbc1' 
485, P4, /n! bc 
486, P4;/mb! c 
487 , PA;/ mbc' 
488. P4;/m' b! c 
489, P4, /mb! c' 
490, P4;/m! bc' 


491, P4, /m' δ’ c? 


492, P, A, /mbc 
493, P. 4, /mbc 
494. P ,4, /mbc 


136) 


495, P4, /mnm 
496. P4, /mnm1^ 
497. P4, /m! nm 
498. P4; /mn' m 
499, P4, /mnm' 


. 500, P4; /m' n! m 


501, P4, /mn' τη’ 
502, P4;/m' nm' 
502, P4, /m' n'm 
504, P, 4, /mnm 
505, P,4, /mnm 
506. P, 4, /mnm 


137) 


507, P4, /nmc 
508, P4, /nmc1' 
509, P4, /n' mc 
510, PA; /nm' c 
511, P4;/nmc' 
512, PA;/n' m'c 
513, P4, /nm' ο’ 
514, P4;/n' πιο’ 
515, P4, /n' πι’ cf 
516, P, 4, /nmc 
517, P4, /nme 
518, P , 4, /nmc 


138) 


519, P4, /ncm 
520, P4, /ncmi' 


521. P4, /n' cm 
522. P;/nc' m 
523. PA,/ncm' 
524, P4 /n' ο’ m 
525. P4, /nc’ πι! 
526, P4;/n' cm 
527, P4, /η’ c! m! 
528, P ,4, /ncm 
529, P, 4, /nem 
530, P ,4, /ncm 
139) 
531, J4/mmm 
532.14 / mmm 
533, 14/m/ mm 
534,14’ /mm' m 
535, 14' /mmm' 
536, 14^ /m' m! m 
537, |4/πιπι’ τι’ 
538,14’ /m' mm 
539, T4/m' πι’ m! 
540, I, 4/mmm 
140) 
541,14/mcm 
542,I14/mcm1' 
543, [4/m' cm 
544, I4' /mc' m 
545.14’ /mcm' 
546,14’ /m' c” m 
547, IA/ mc! πρ 


548, [4' /m' cm 
549. [A/m' c! m 
550,1, 4/mem 
141) 
551.14, /amd 
552, [4, /amd1’ 
553,14, /a/ md 
554. 14j/am' d 
555, [4j/amd' 
556, 4:/α’ m'd 
557, T4, /am' d 
558,14;/a! md’ 
559, 14, /α’ πι’ d! 
560. 7,4, /amd 
142)561, 14, /acd 


562.14, /aodl' 


563,14, /α’ cd 
564. I4; /ac'd 
565, I4 /acd' 


566, 14:/α’ ο’ d 
567 14, /ac' d 


568.74; /a! cd! 


569.14, /a/ ο’ d 


570, 1,4, /acd 


六 方 和 三 方 系 晶 
A, 


ZRA 
C, 


1 3) 1.73 
2. P317 
3.P,3 

144) 4, P3, 
5. P3,1^ 
6.P,3, 

145) 7,P3, 
8. P3,1^ 
9, P,3, 

146)10, R3 

11, R31’ 
12. R,3 
σι 

147)13, P3 

14. P31^ 
15, P3' 
16.P,3 
148)17, R3 
18, R31^ 
19, R3! 
20. 8,3 
D, 
149)21, P312 
22, P31” 2 
23, P312/ 
24, P,312 
150)25, P321 
26, P321 
27. P32/1 
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28, P,321 
151)29, P3,12 
30.P3,1/2 
31, P3, 12/ 
32. P. 3,12 
152)33, P3,21 
84 F3,21' 
35. P3,2/1 
36.P 3,21 
153)37. P3,12 
38. P3,1/2 
39. P3,12' 
40, P,3,12 
154)41, P3,21 
42. P3,21' 
43, P3,2/1 
44, P,3,21 
155)45, R32 
46, 5321’ 
47. R32! 
48.835 
ο 
156)49, P3m1 
50, P3m1” 
51, P3m'1 
52. P,3m1 
157)53, P31m 
54, P31'm 
55, P31m' 
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56. P. 31m 
158)57, P3c1 
58, P3c1' 
59. P3c^ 1 
60. P, 3c1 
159561, P31c 
62. P31'c 
63. P31c’ 
64, P, 31c 
160565, R3m 
66, R3m1’ 
67, R3m* 
68. R,3m 
161369, 53ο 
70, R3c1' 
71, R3 
72. R ,3c 
Ρα; 
162)73, Palm 
74, P31^m 
75. P3' 1m 
76, P3' 1m' 
77, P31m'/ 
78, P, 31m 
163)79, P31c 
80, P3l'c 
81, P3' 1c 
86.3’ 1c' 
83, P31c 


84.P.31c 
164585, P3m1 
86, Pam1’ 
87, P3' m1 
88, P3' m! 1 
89, P3m' 1 
90. P, 3m1 
16591, P3c1 
92, P3cl/ 
93. P3' εἰ 
94 P3'c'1 
95, P3c' 1 
96. P.3c1 
166597, P 3m 
98. R3m1’ 
99. R3 m 
100, 53’ πι’ 
101, R3m' 
102, R , 3m 
1675103, R3c 
104, R3c1'/ 
105. R3'c 
106, R3! ο’ 
107, R3c/ 
108, 2,3c 
六 方 晶 系 
C, 
1685109, P6 
110, P81 


y 


111. Pé/ 
12. P,6 
169)113, P6, 
114, P6,1/ 
115, P8 
116, P,6, 
170)117, P6, 
118, P5,1/ 
119, P6 
120. P, 6, 
171)121, P6, 
122, P6, 1 
123, P6; 
124, P,6, 
172)125, P6, 
126, P6, 1 
127, P6", 
128, P, 6, 
173)129, P6, 
130, P6, 1/ 
131,Ρ6; — 
132. P,6, 
Ci, 
174)133, PG 
134, P81 
135. Pg' 
136, P.à 
C; 
.75)137, P6/m 


138, P6/m1' 
139. PG’ /m 
140, P6/m' 
141, P6' πι 
142, P,6/m 


176)143, P6, /m 


144, P6, /m1’ 

145, P6, /m 

146, P6, /m' 

147, P6*; /m' 

148, P,6, /m 
D, 


177)149, P622 


150, P6221' 
151, PE 2/ 2 
152, P6! 22/ 
153, P62/ X 
154, P, 622 


178)155, P6,22 


156, P6,221' 
157, PEZ 2 
158, P622 
159, P6, 2/ 2/ 
160, P, 6,22 


179)161, P6,22 


162, P6,221' 
163, P6,2/ 2 
164, P6422 

165, P6,2/ 2’ 


166, P,6,22 
180)167, P6,22 
168, P6,221” 
169. P6,2/ 2 
170. P622! 
171, P6,2^ 2! 
172. P, 6,22 
181)173, P6,22 
174, P6,221' 
175, P622 
176, P6, 22 
177 , P6, 2 2/ 
178, P,6,22 
182)179, P6,22 
180, P6,221' 
181, P6,2/ 2 
182, P6',22/ 
183, P6, 2^ 2/ 
184, P, 6,22 
C, 
183)185, P6mm 
186, P6mm1^ 
187, ΡΒ’ πι’ πι 
188, 56’ mm^ 
189, P6m' πι’ 
190, P θπιπι 
1845191, P6cc 
192. P6cc1' 
193. P6'c'c 
194, P6' cc! 
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195. Ρ6ο’ ο’ 
196. P, 6cc 
185)197, P6,cm 


198, P6, cm1' 


199, P65c^ m 
200, P6,cm' 


201. P6,c' πι’ 


202. P ,6,cm 
186)203, P6, mc 


204, P6, mc 


205, P6,m' ο 
206, P6',mc' 


207, P6, m c' 


208, P,6,mc 
D, h 
187)209, P572 
210, Ρ6πι21’ 
211, ΡΕ’ m 2 
212. ΡΕ’ m?! 
218, Pem' 2’ 
214, P, óm2 
188)215, P5c2 
216, Pac21” 
217, Pē’ ο’ 2 
218, P6’ c2! 
219.656’ 27 
220, P,6c2 
189)221, P62m 
222, P62m1' 
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223. Ρ6/ 2^ m 
224, Pg! 2m/ 
225, Ρ62' m 
226. P 52m 


190,227. P62c 


228. Pe2c1’ 
229, P6’ Z' c 
230, Ρᾷ26) 
231, P$?! ο’ 
232. P.62c 
D,, 


191) 


233, P6/mmm 
234, P/6mmml1' 
235, P6/m' mm 
236, P6' /mm' m 
237, P6’ /mmm' 
238, P6/ /m' m' m 
239, P6/ /m' mm’ 
240, P6/mm' πι’ 
241, P6/m m! τῇ 
242. P, 6/mmm 


1925243, P/6mcc 


244, P6/mcc1' 
245, P6/m' cc 

246, P6' /πισ ο 
247, P6 /mcc' 


250, P6/mc' ο’ 


251, P6/m ο’ c 


252, P,6/mcc 


193) 


253, P6, /mem 
254, P6, /mcm1' 
255, P6,/m' cm 
256, P6, /mc' m 
257 , P6; /mcm' 
258, P6, /m' c^ m 
259, P6 /m' cm” 
260. P6, /mc! m 
261, P8, / m c! πρ 
262. P,6,/mcm 


194) 


263, P6, /mmc 
264, P6, /mmc1' 
2656. /m' mc 
266, P6, /mm' c 
267. P65 /mmc' 
268, P6, /m' m' c 
269. P655 /m' πιο’ 
270, P6, /mm’ c! 
271,P6,/m' m c! 
272. P ,6,/mmc 
立方 晶 系 
T 


248, P6” /m' c^ c 195) 1,P23 


249, P6' /m' cc' 


2. P23 


+ 


3. P ,23 
196) 4.F23 
5. F23 
65 25 
197) 7.123 
8,123! 
198) 9,P2,3 
10, P2,3/ 
11.P,2,3 
199}12, [2.8 
132,3 
T, 
200)14, Pm3 
15, P m3! 
16, Pm'3 
17, P m3 
201)18, Pn3 
19, Pn3’ 
20, Ρη’ 3 
21. P ,n3 
202)25 Fm3 
23. Fm3'! 
24. Fm 3 
25.F m3 
203)26.Fd3 
27. Fd3'! 
28.Fd'3 
29,F d3 
204)30,Im3 


η 


31,Im3'! 
32. Im 3 
205)33, Pa3 
34, Ραϑ’ 
35. Pa' 3 
36, P ,a3 
208)37, [a3 
38, a3’ 
39. [α) 3 
O 
207)40, P432 
41, P432 
42. P4! 32! 
43. P , 432 
208)44, P 4,32 
45, P4,3/2 
46, P4;32' 
47. P ,4,32 
209)48,F 432 
49.F 43/ 2 
50. F4! 32/ 
51.F ,432 
210)52,Π 4,32 
53.F4,3/2 
54, F 4132! 
55 Ε | 4,32 
211)56,14132 
57,143 2 
58, 14' 32/ 


212559, P 4,32 
60,P4,3/2 
61, P4,32/ 
62, P ,4,32 
213563, P4,32 
64, P4,3/ 2 
65, P432 
66, P,4,32 
214)67. 74,32 
68,14,3/2 
69. 14:32/ 
T, 
215)70, Pa3m 
71, P43/ m 
72, P4 3m 
73. P ,43m 
216)74, F 43m 
75. Ρ19’ m 
76, ΓΑ’ 3m' 
77.F ,43m 
217)78, [43πε 
79.143' m 
8014’ 3m 
218)81, P43n 
82. P43/n 
83. P4' 3n' 
84. P ,43n 
219585, F^ 78ο 
86.F437 c 
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87 F4! 3c' 108, Pm! 2n’ 130, Fd' 3m 
88, F 43ο 109. P ,m3n 131, Fd3m' 
220)89, [43d 224)110, Pn3m 132, Fd' 3m" 
90, I3 3d 111, Pn3’ m 133, F .d3m 
91, I3! 3d 112. Pn’ $m 228)134.Fd3c 
O, 113, Pn3m’ 135, Fd3' c 
221)92, Pm3m 114, Pn! 34" 136, Fd' 3c 
93, Pm3' m 115. P nòm 137, Fd3c' 
94. Pm" 3m 225)116, P m3m 132, Fd’ 3c" 
95, Pm3m' 117, Γπιϑ’ πι 139, F ,d3c 
96, Pm šm' 118, Fm' 3m 229)140, 1 m3m 
97, P m3m 119, Fm3m' 141,Im3 m 
222)98, Pn3n 120, Επι’ 3m 142, Im’ 3m 
99. Pn3' n 121,F,màm 143, Tm3m’ 
100, Pn’ 3n 226)122, FP m3c 144, [πι 3m’ 
101, Επὸπ/ 123, mà” c 230)145,1a3d 
102, Pn’ 3n’ 124, Επι’ 3c 146, Ja3' d 
103, P ,n3n 125, Fm3c’ 147 Ia! 3d 
223)104, Pm3n 126, Fm’ ἃς’ 148, Ja3d' 
105. Pm3' n 127,F πιδο 149, Ja! 34’ 
106,.Pm'/3n ο 227)128,Fd3m 
107, Pm3n' 129, Fd3! m 
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